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Светлой памяти 

Ильи Александровича АХИЕЗЕРА 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемая монография посвящена изложению теории 
электромагнитных процесов, возникающих при прохождении 

заряженных частиц и фотонов высоких энергий через вещество. 
В ней подробно рассматриваются такие процессы, как упругое 
рассеяние, излучение, образование электронно-позитронных пар, 
различные механизмы потерь энергии быстрыми частицами 
и развитие электромагнитных ливней в аморфных и кристал
лических средах. Все эти процессы разыгрываются при высоких 
энергиях в больших, растущих с энергией, пространственных 
областях вдоль импульсов частиц. При достаточно высоких 
энергиях эти области имеют макроскопические размеры и охва
тывают большое число атомов среды. Вследствие этого среда 
оказывает влияние на указанные электромагнитные процессы 

при сколь угодно высоких энергиях частиц. По этой причине 
возникает специальная область электродинамики, которую 
можно назвать «электродинамикой высоких энергий в ве
ществе». 

Исследование многих из перечисленных выше проблем 
началось в физике очень давно. Пожалуй, исторически первой 
работой, относящейся к этой области, была классическая 
работа Бора 1913 г. об ионизационных потерях энергии 
быстрых частиц в веществе. Важность этого вопроса видна 
из того, что после появления квантовой механики возникли 
новые важные работы~статьи Блоха и Бете, посвященные 
квантовомеханической теории ионизационных потерь, а также 
работы Ферми об эффекте плотности в теории потерь энергии 
быстрыми частицами в веществе. Сюда относится также 
открытие в 1934 г. излучения Вавилова~ Черенкова и постро
ение теории этого явления Таммом и Франком. Важную роль 
сыграли предсказание в 50-х годах Ферретти, Тер-Микаеляна 
и Юбералла интерференционного эффекта в излучении реля
тивистских электронов в кристаллах и предсказание Ландау 
и Померанчука эффекта подавления тормозного излучения 
релятивистских электронов в аморфной среде. Далее необ
ХОдИмо указать на открытие, сделанное в начале 60-х годов 
Робинсоном и Оэном, явления каналирования быстрых ионов 
в кристаллах, первая теория которого была развита Линд-
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ГЛАВА] 

КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ 

БЫСТРОЙ ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЕЙ 

§ 1. Движение заряженной частицы во внешнем поле 

В этой главе мы будем изучать в основном излучение 
электромагнитных волн заряженной частицей в заданном 
внешнем поле. Предварительно приведем основные соотноше
ния релятивистской динамики заряженной частицы в заданном 
электрическом· поле напряженности Е и магнитном поле 
напряженности Н [1]. 

Уравнения движения частицы (уравнения Лоренца) в этих 
полях имеют вид 

dp е [ ] -=еЕ+- V Н 
dt с" 

(1.1) 

где p=mv/J1-v 2 /с 2 -импульс частицы, т и е-ее масса 
и заряд, v-ee скорость (с-скорость света). 

Кинетическая энергия частицы равна 

mс2 

E=---г==~ 
JI-v 2 /c 2 

(1.2) 

Она изменяется с течением времени согласно уравнению 

dE 
-=е(vЕ). 
dt 

(1.3) 

Из (1.1) и (1.3) легко получить уравнение для ускорения: 

V=ec2{E+~[V, H]-~V(VE)}. 
Е с с 

(1.4) 

Зная скорость частицы v (t), можно найти ее траекторию: 
t 

r(t)= J dt'v(t'), (1.5) 

где tо-начальный момент времени. 
В правую часть уравнения (1.4) энергия Е входит в знамена

тель. Это означает, ЧТО в области высоких энергий изменение 
СКОРОСТИ частицы мало, поэтому в этой области энергий 
вектор скорости может быть записан в виде 

v~vo(1-2~2 Vi(f))+V-L(t), (1.6) 

II 



где уо-скорость в начальный момент времени t=to, V-t(t)
изменение скорости в интервале времени (t - [о); при этом 
v.l 'Уо=О И V.l «Vo· 

Поперечная составляющая скорости согласно (1.4) удовлет
воряет уравнению 

V.l = ее! {E.l +~ [уо , HJ}, 
Ео е 

(1.7) 

где E-t -составляющая электрического поля Е ортогональная 
уо, и Бо = те 2 (1 - v б / е 2) -Ц2. 

§ 2. Поле, создаваемое движущейся частицей 

Заряженная частица не только испытывает действие элек
тромагнитного поля, но и сама по себе создает электромаг
нитное поле. Векторный и скалярный потенциалы этого поля 
удовлетворяют уравнениям (см., напри~ер [1 J) 

1 82 4п . 
АА - е 2 iЭt 2 А = ---;; J, 

1 д2 4n 
Аер - е 2 8t 2 <р = ---;; Ре' 

(2.1) 

где je И Ре-ПЛОТНОСТИ тока и заряда. В случае точечной 
частицы, движущейся по траектории r (t ), 

j=ev(t)o(r-r(t)), Pe=eO(r-r(t)), (2.2) 

где (5 (r) - дельта-функция. 
Электрическое и магнитное поля, по рождаемые частицей, 

связаны с А и ер соотношениями 

1 8 
Е= ---:;-A-Vep, 

е ot 
H=rotA. (2.3) 

Физический смысл имеет решение уравнения (2.1) в виде 
запаздывающих потенциалов. Для точечной частицы согласно 
(2.1) и (2.2) 

+ос 

А = е f d'( ) v (1: ) О (. - t - ~ , r - r (r) ,) . 
jr-r,j е 

(2.4) 

-00 

Аналогичное решение имеет место и для скалярного потен
циала. При этом в случае равномерного движения заряда 

(2.5) 

где z-координата, параллельная скорости частицы У; Р

радиус-вектор в плоскости, ортогональной у; у = Е/те 2 - ло
ренц-фактор частицы. 
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Формулы (2.5) показывают, что эквипотенциальные повер
хности равномерно движущегося заряда представляют собой 
эллипсоид, сплюснутый в направлении движения частицы. 

Определим теперь поле, порождаемое частицей в том 
случае, когда ее скорость резко меняется от значения 

УО к значению Уl в момент времени t=O. С этой целью 
предварительно запишем запаздывающий потенциал (2.4) в виде 
фурье-разложения: 

I 

А - е 1 fdЗk i(ckt-kr) f --- m -е 
2п2 k 

d1:V (1:) е -i(сkт-kr (Т». (2.6) 

Тогда в интересующем нас случае при «О 

А-А - е R fdЗk 1'0 i(ckt-kr) 
- 0--- е - е . 

2n 2с k k-k1'oc 1 
(2.7) 

Это выражение для А представляет собой фурье-разложение 
(2.5) собственного поля равномерно движущейся частицы. 

При (>0, т. е. после рассеяния частицы, как легко про-' 
верить, 

А=_е_ Re fdЗk {_1'_1_ (l-е -i(сk-kV 1 )1] е -ik1' l l+ 

2n 2 k ck-kVI 

+ _1'_0 _ е - iCkt} • (2.8) 
ck-k1'o 

Выполнив в (2.8) интегрирование по k, находим, что при (>0 

А=8(г-сt)Ао +е(сt-г)А1 , (2.8а) 

где А1 -векторный потенциал поля частицы, равномерно 
движущейся со скоростью V 1, И е (х ) - ступенчатая функция 
Хевисайда: 

8(x)={1, x~O, 
О, х<О. 

Формулы (2.7) и (2.8) показывают, что до рассеяния (т. е. 
при « О) окружающее электрон электромагнитное поле пред
ставляет собой кулоновское поле, движущееся вместе с эле
ктроном со скоростью УО. Основной вклад в это поле вносят 
фурье-компоненты с волновыми векторами k, направления 
которых близки к направлению скорости частицы УО; а именно, 
угол между эффективными значениями k и УО по порядку 
величины равен mс2 / Е. После рассеяния (t > О) кулоновское 
поле «срывается» с электрона и продолжает двигаться со 

скоростью УО в направлении начального движения частицы, 

постепенно перестраиваясь в поле излучения. Это значит (как 
показывает функция е (r - с()) в первом слагаемом в формуле 
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(2.8а»), что в области г> ct, 
до которой не успел дойти 
сигнал о рассеянии, поле будет 
кулоновским несмотря на то, 

что электрона в точке z = vt 
нет - он движется после рас

---+--i!I!faII*",~-~-----'''''''' сеяния в направлении v 1 

(рис. 1.1). При r<ct в (2.8а) 
присутствует только второе 

слагаемое, представляющее 

кулоновское поле частицы, 

движущейся в направлении v 1 . 

Рис. 1.1. Эволюция во времени окружа- Таким образом, при r=ct име
ющего быстрый электрон поля при рас- ет место перестройка поля 

сеянии на атоме электрона, в результате кото

рой и происходит излучение. 
у рассеянного электрона связанное с ним кулоновское 

поле появляется не сразу. Согласно (2.8), в течение интервала 
времени f..t ~ (ck - kv 1) - 1 фурье-компоненты потенциала А, 
обладающие волновым вектором k, практически отсутствуют. 
Так как основной вклад в потенциал А 1 вносят волновые 
векторы k, направления которых близки к направлению 
скорости v 1, то интервал времени, в течение которого прак

тически отсутствуют фурье-компоненты кулоновского поля 
рассеянного электрона, будет масштаба I1t,....,2E 2 jm 2 c 3 k. Об
разно выражаясь, можно сказать, что после рассеяния электрон 

в течение этого времени находится в «полуголом» состоянии, 

т. е. в значительной степени без своего поля. Понятие «полуго
лый электрон» было введено в работе Фейнберга [2] при 
изучении эволюции во времени вектор-состояния системы 

«электрон плюс фотон» после рассеяния быстрого электрона 
на атоме на большой угол. Классическая теория эффекта 
была дана в работах [3-6]. 

§ 3. Интенсивность нзлучения 
в предыдущем параграфе мы видели, что при резком 

изменении скорости электрона происходит излучение электро

магнитных волн. Излучение имеет место всегда, если заряд 
движется с ускорением *~ Полная потеря энергии частицей на 
излучение при этом определяется известной формулой [1] 

+ 00 . 2 1 [ ']2 
2 f v -2 v, v 2е с 

11$=-з dt ( 2 2)3' 
Зс l-v с 

(3.1) 

-00 

.) Данное утверждение справедливо, если. частица является точечной. 
В противном же случае могут быть выполнены условия, при которых эаряд, 
ДВИЖУЩИЙСЯ с ускорением, не излучает электромагнитных волн (см. работы 
[7-10] и ссылки в них). 
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а спектрально-угловая плотность излучения-формулой 
+00 

1 = f dtv (t) ei(OJI-kr(/», (3.2) 

-00 

где k и ro - волновой вектор и частота излученной вол
ны (здесь предполагается, что ro=clkl), r(t)-траек
тория частицы, dcr-элемент телесного угла в направлении 
излучения. 

Выполнив в (3.2) интегрирование по телесному углу, 
получим спектральное распределение излучения 

-=- dtdte""'l-"X drff е 2 ю f . ( ) 
dю пс 2 1 2 

Х [VIV2-::(VIV1)(V2V2)]siП(;lrl-r21)/lrl-r21, (3.3) 

где 

д д v 1 = V ( t 1 ), V 2 = V (! 2 ), V 1 = - И V 2 = - . ar l ar2 

Замечая, что V 1 V 1 =d/dt1 и v2V2=d/dt2, во втором слага
емом (3.3) можно выполнить интегрирование по времени по 
частям. Результирующее выражение для спектра излучения 
мы запишем в виде 

2 f sin (~lr(t+"t)-r(t)l) 
drff = е ~ dt d1:e i <OT[ v(t)v(t+1:)-c2] С( ) () ,(3.4) 
dю пс Irt+"t-rtl 

где 1:=t1 -t2 и t=t2 • 

При высоких энергиях отклонение траектории частицы от 
прямолинейной мало, поэтому в (3.4) может быть выполнено 
разложение по этому отклонению. Воспользовавшись малостью 
угла рассеяния частицы на интервале времени (t, (+1:), находим, 
что 

v(t+1: )::::;v [1- 2~2 v; (1:)] +v. (1:), (3.5) 

где v ·v.=O, v=v(t) и V.« v. 
Звездочка у вектора v. означает, 
что компоненты v. относятся 

к плоскости, ортогональной v. 
Положение этой плоскости, во
обще говоря, изменяется со вре
менем (рис. 1.2). При этом оче-
видно, что 

l-c- 2v(t)v(t+1:)::::; 

-2 1 2() ::::; 'у + 2с 2 V. 1:, 

I v 
I 
I 

Рис. 1.2. Положение плоскости " опре
деляющей компоненты вектора У. 

в формуле (3.5) 
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< 

1 f 1 I r(/+'t )-r(t)1 ~иT- - dtv;(t)+ - r;, 
2с 2С1 

О 

где 

Используя эти формулы, находим [11, 12) 
+00 +00 f f d, . 

dt 7 е""< х 
-00 ~ro 

< 

х [1 + 2:2 y2 V; (т)] sink [ит- 2lC f dtv;(t)+ 2:'/; J (3.6) 
о 

Компоненты вектора V. можно выразить при малых углах 

рассеяния через компоненты вектора V 1- (t), представляющего 
собой проекцию скорости частицы на плоскость, ортогональ

ную скорости падающей частицы Vo (положение этой плоскости 
фиксировано во времени в отличие от плоскости * -см. 
рис. 1.2): 

v.('t)~V1-(t+'t)-V1-(t). (3.7) 

При малых углах рассеяния и излучения формула (3.2) 
может быть представлена также в виде 

(3.8) 

где 11- и III-компоненты вектора 1, ортогональные и парал
лельная Vo; 01- - проекция вектора n = k( k на плоскость, 
ортогональную V о' 

Приведенные выше формулы относились к случаю, когда 
заряженная частица движется в заданном поле в вакууме. 

Если заряд движется в среде, то она оказывает влияние на 
поле, создаваемое зарядом, а следовательно, и на его излучение. 

Свойства среды в простейшем случае отсутствия пространст
венной дисперсии описываются диэлектрической проницаемо
стью 6 (ro), зависящей от частоты ro (см. например, [13 ]). 
Эта величина входит в соотношение ck=rofi, связывающее 
волновой вектор k и частоту ro излученной волны. Спектрально
угловая плотность излучения в среде определяется формулой 

+00 f dtv(t)e i (0)/-kr{l)]2. (3.9) 

-00 
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Здесь не учитываются тензорные свойства диэлектрической 
проницаемости и считается, что магнитная проницаемость 

среды равна единице. 

При высоких энергиях спектральная плотность излучения 
частицы в веществе имеет следующий вид: 

dl e2kfd fd't iШ'[ 1 и 2 1 2()] -=-- t -е ---+-v. 't' х 
doo 1t 't е (00) с 2 2с 2 

• 
х siП{k[v't'-21сfdt'V;(tl)+2~tr;('t')J}. (3.10) 

о 

Заметим, что согласно формуле (3.1) интенсивность излуче
ния пропорциональна квадрату ускорения частицы. Отсюда 
следует, что равномерно движущийся в вакууме электрический 
заряд не излучает электромагнитных волн. 

Ситуация коренным образом изменяется, если заряд движет
ся равномерно в среде с отличной от единицы диэлектрической 
проницаемостью. В этом случае заряд будет излучать волны, 
распространяющиеся по конусу с осью вдоль скорости частицы 

v, причем угол раствора конуса будет равен 

8=arcos (и~). (3.11) 

Действительно, если движение является равномерным, то 
формула (3.9) может быть представлена в виде 

+00 

(о е v JE 2 . 28 d lфl l--yccoso, dЗ ,. 2 2 1 f . с v r: 12 --=-- Е<О sш te с , 
doo dcr 4п2 с 3 

(3.12) 

-00 

где е-угол между скоростью частицы v и направлением 
волнового вектора k излученной волны. 

Выполнив здесь интегрирование по времени, найдем 

(3.13) 

где t-интервал интегрирования по времени, 8 (х)-дельта
функция Дирака. 

Так как значение v всегда меньше с, то при Е ~ 1 выражение 
(3.13) обращается в нуль. Если же Е> 1, то интенсивность 
излучения будет отлична от нуля при выполнении условия 
(3.11). Иными словами, при равномерном движении частицы 
только в этом случае возможно излучение. Условие (3.11) 
означает, что для излучения необходимо, чтобы скорость 

частицы в веществе превосходила фазовую скорость с / JE 
электромагнитных волн. Это излучение назы1аетсяя излучением 
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Вавилова- Черенкова [14, 15]. Оно было открыто Черенковым 
в 1934 г. 

Выполнив в (3.13) интегрирование по углу в, получим 
спектральнYJO плотность черенковекого излучения при частоте 

Ф: 

dcf 2 -2(1 С 2 ) -=е mtvc -- , 
dm w 2 

c<v.ji.. (3.14) 

Формула (3.14) носит название формулы Тамма-Франка. 
Теория эффекта Вавилова - Черенкова была развита Таммом 
и Франком [16 ]. 

Черенковекое излучение может рассматриваться как потеря 
энергии равномерно движущейся частицы на излучение. Но 
при равномерном движении частица теряет свою энергию 

также на ионизацию атомов среды. По сравнению с потерей 
энергии на ионизацию черенковские потери, вообще говоря, 
малы (см. ниже, гл. 9). 

§ 4. Длина когерентности 

Основной особенностью процесса излучения ультрареляти
вистской частицы является то, что он разыгрывается в области 
больших расстояний в направлении движения. Это явление 

" проявляется тем сильнее, чем боль-

~ те энергия частицы. Чтобы убе-
диться в справедливости этих ут

верждений, рассмотрим движение 
~~ быстрой частицы в среде по тра-

О l ектории, близкой к прямолинейной. 
Рис. 1.3. РаЗНОСТh фаз электромar- Такая частица будет, очевидно, из
нитныJ( волн, излучаемых электро- лучать. При этом разность фаз 

ном на пути 1 L\q> волн, излучаемых частицей под 
углом е к ее импульсу в моменты времени t и (t+l/v), 
будет равна (рис. 1.3) 

L\q> =ml/v -klcos в, (4.1) 
где l-путь, Проходимый частицей за интервал времени 
(t, t+l/v). 

Определим длину '(со, в), на которой формируется излучение 
частицы с частотой m под углом е к ее импульсу, как расстояние, 
на котором L\q> = 1, т. е. как отрезок пути, с которого все волны 
излучаются источником в фазе. Тогда легко видеть, что 

I(ф, e)~(co/v-kcose) -1. (4.2) 

В среде частота со связана с волновым вектором излученной 
волны k соотношением ck = .ji.m, поэтому длина формирования 
излучения I(m, в) приобретает вид 

'(со, e)=~(1-~.ji.cose)-1 (4.3) 
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Мы видим, что если V~ ~ cos 8 = С, то длина I(m, е) об
ращается в бесконечность. Частица в этом случае движется 
вместе с волной, находясь все время в точке с одинаковой 
фазой; при этом энергия частицы непрерывно переходит 
к волне. Этот случай соответствует черенковскому излучению 
при равномерном движении заряженной частицы в среде. 

Такой подход к разъяснению физической сущности эффекта 
Вавилова - Черенкова принадлежит Франку [17] (см. также 
[18]). Исходным в нем является рассмотрение фазовых 
соотношений для волн, излучаемых частицей с различных 
участков пути. (Длину формирования излучения, т. е. длину, 
на которой излученные волны складываются и усиливают 
друг друга, Франк назвал зоной Френеля, по аналогии 
с теорией дифракции.) 

Подчеркнем, что понятие длины формирования излучения 
имеет смысл всегда, независимо от величины с;: она всегда 

определяет порядок величины пространственной области, для 
которой существенны интерференционные эффекты при из
лучении. 

При высоких энергиях характерные значения углов излуче
ния частицы в веществе малы по сравнению с единицей: 
8eff "'mc 2 jE. В этой области углов при c;=l, согласно (4.3), 

I(m, 8)=~e2' 
1+у 

(4.4) 

где y=Ejmc 2 -лоренц-фактор частицы; входящая в это вы
ражение длина 

(4.5) 

определяет порядок величины пространственной области вдоль 
импульса частицы, в пределах которой проявляются ин
терференционные эффекты при излучении. Эта величина носит 
название длины когерентности [19, 20] (причина этого названия 
будет разъяснена ниже, в § 13). 

Значение lс быстро растет с ростом энергии частицы 
Е и с уменьшением частоты излученной волны ы, и при 
достаточно больших Е и малых m она может достигать 
макроскопических размеров. По этой причине не всегда при 
исследовании процесса излучения можно ограничиваться учетом 

взаимодействия электрона с одной заряженной частицей, в ча
стности, с одним заряженным ядром. Это значит, что если 
Ic больше размера атома, то необходим учет взаимодействия 
падающего электрона не только с атомным ядром, но 

и с атомными электронами. Это взаимодействие учитывается 
как эффект экранирования в теории тормозного излучения 
Бете и ГаЙтлера. [21, 22). Если же lс превосходит среднее 
расстояние между атомами среды, то необходим учет влияния 
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как атомных электронов, так и многих атомов на процесс 

излучения [23-25]. 
При получении выражения (4.3) для пути формирования 

излучения предполагал ось, что траектория частицы в веществе 

представляет собой прямую линию или мало отличается от 
нее. Можно легко учесть также и изменение направления 
траектории, обусловленное столкновениями (упругими) частицы 
с атомами среды. Для этого нужно только в формуле (4.3) 
заменить V на VII =vсоsЭj , где Эl-угол многократного рас
сеяния частицы на длине когерентности (черта означает среднее 
значение величины cos Эд. Тогда мы придем к следующему 
выражению для длины формирования излучения, полученному 
в работе Галицкого и Гуревича [26 J: 

[(ro, е)= vсоsЭ, . 
ro-kv· cos 3,· cose 

(4.6) 

Заметим, что среднее значение cos э,! в веществе само по себе 
зависит от длины формирования излучения, поэтому формула 
(4.6) представляет собой в действительности уравнение для 
определения !(ro, е). 

Учитывая малость характерных углов рассеяния и излучения 
релятивистской частицы в веществе, находим, что при G = 1 

(4.7) 

Из этого соотношения вытекаеТ2- что если на длине 

когерентности выполняется условие '(2Э1« 1, то формула (4.7) 
переходит в формулу (4.4), причем такой переход осуществ
ляется независимо от того, в какой среде происходит излучение 
(в аморфной или кристаллической). Это означает, что сама 
по себе длина когерентности еще не определяет динамики 
процесса излучения. Иными словами, основываясь только на 
выражении для '(ro, Э), мы не можем сказать, приводит ли 
интерференция в пределах ДЛИНЫ когерентности к усилению 
или ослаблению интенсивности излучения. В частности, при 
равномерном движении частицы формула (4.4) сама по себе 
тоже имеет смысл, хотя в этом случае при G = 1 никакого 
излучения нет. 

С ростом энергии частицы Е и с уменьшением частоты 
ro излученной волны значение l(ro, е) растет. Растут при этом 
и ~едние значения Эl. Поэтому с ростом l(ro, е) условие 
'(2Эl« 1 будет нарушаться. 

Формула (4.7) показывает, что при '(2э,f» 1 длина форми
рования излучения будет уменьшаться по сравнению с длиной, 
определяемой формулой (4.4). Подчеркнем, что этот результат 
свидетельствует только о том, что при '(2Э1» 1 уменьшается 
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размер пространственной области, в пределах которой сущест
венны интерференционные эффекты при излучении, но по
прежнему, основываясь только на величине l(ro, в), нельзя 
сказать, как развивается процесс излучения в пределах длины 

когерентности. 

§ 5. Излучение при различных соотношениях 
между углами рассеяния и излучения релятнвистской частицы 

При равномерном движении заряженной частицы в вакууме 
излучение отсутствует. Для излучения необходимо, чтобы 
траектория отличал ась от прямой. Мы рассмотрим прежде 
всего здесь случай, когда траектория мало отличается от 
прямой. Будем сперва предполагать, что угол рассеяния 
частицы на длине когерентности З1 мал по сравнению с харак
терным углом излучения релятивистской частицы вщ _ у - 1: 

уЗ/« 1. (5.1) 

Тогда в формуле (3.8) может быть выполнено разложение 
по углу рассеяния. В первом приближении такого разложения 
спектральная плотность излучения имеет вид 

+00 

f :;[1-2~(1-~)}W(q)12, (5.2) 

где 

+00 

&=2~2 W(q)= f dtV1-еiСqt. (5.3) 

-00 

Входящая сюда величина q связана с углом в, под которым 

происходит излучение, соотношением q = ~ (1 - nv с - 1), поэтому 
с 

интегрирование по q в (5.2) фактически соответствует интег
рированию по углам излучения. 

Мы видим, что при выполнении условия (5.1) спектральная 
плотность излучения определяется только фурье-компонентой 
ускорения частицы. При этом поперечное смещение излучающей 
частицы на длине когерентности ~x,...." Зlс мало по сравнению 
с дЛиной излученной волны л = с / Ф. ПО этим причинам можно 
сказать, что формула (5.2) соответствует дипольному приближе
нию [27]. 

Сравнительно простые формулы могут быть получены 
также в случае, когда выполняется условие малости изменения 

кривизны траектории частицы по сравнению с самим радиусом 

кривизны в пределах длины когерентности. Последнее условие 
означает, что длина 1 = и~T, на которой формируется излучение, 
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должна быть мала по сравнению с длиной дs, на которой 
существенно изменяется внешнее поле. Иными словами, вне
шнее поле в пределах длины когерентности должно быть 
близко к однородному. По этой причине рассматриваемое 
приближение можно назвать приближением однородного поля. 

При выполнении условия 1« дs компоненты вектора v * ма
ло изменяются на интервале времени д't, дающем главный 
вклад в интеграл по 't в (3.6), поэтому согласно (3.7), имеем 

v*('t)~tV*~П\(l). 
Используя это соотношение, можно представить (3.6) в виде 

+00 

d~ = _ 2е2О) Т[~Ф'(U)+~ f dХФ(Х)], 
d(J) ,JЛсу2 и 2 

(5.4) 

и 

где u=(rocY- З I V1-I- 1 )2/З и Ф(u)-функция Эйри: 
+00 

Ф(u)= J; f d~cos (u~+~~з). (5.5) 

о 

Переменная ~ здесь связана с переменной '"с, входящей 
в (3.6), соотношением д='t(с- 2roVi)1/З . 

Основной вклад в функцию Эйри вносят значения ~'" 1, 
если и;::; 1 и ~ '" Ju, если и» 1. Определяя отсюда интервал 
времени д't, за который формируется излучение, запишем 
неравенство Vд't«дS в виде 

уЭ(&)miП(l, Ju)~ 1, (5.6) 

где Э. (дs) = 13 1-V - 2 • (.дs) - угол рассеяния на интервале времени 
дl=дs/V. Таким образом, формула (5.4) справедлива, если 
угол рассеяния частицы на длине дs много больше характер
ного угла излучения релятивистской частицы 0eff"'Y- . 

Это условие, в частности, выполняется при движении 
частицы в постоянном и однородном магнитном поле, когда 

радиус кривизны траектории вообще не изменяется. Так, при 
движении по окружности в магнитном поле с напряженностью 

Н радиус окружности, как известно [1], равен 

f!llH=my /ен. (5.7) 

Ускорение в этом случае направлено по радиусу к центру 
окружности и определяется формулой й=еН! Е. При этом 
угол рассеяния частицы на интервале времени (О, -с), малом 
по сравнению с периодом ее вращения по окружности, равен 

Э('t)=еН't/ Е. Подставляя это соотношение в формулу (3.6), 
получим следующее выражение для спектральной плотности 
излучения: 

(5.8) 
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где 

Здесь 

00 

O)H=3eH y2j2m, F(~)=~ S dx Кs/3 (х). 
~ 

00 

r;:: d [ф'(U) lf ] Кщ(х}=2у 3п- -+- dуФ(у) , 
dx u 2 

и 

(5.9) 

где Ф(х)-функция Эйри и u=(З j 2х)2/З. 
Излучение в этом случае носит название синхротронного 

излучения. (Теории этого излучения посвящено большое число 
работ-см. обзоры [1, 28-32].) 

На рис. 1.4 представлен график функции F(~). Приведенные 
результаты показывают, что F' 
спектр синхротронного излуче- 0,92-
ния содержит максимум в об
ласти частот О) ~ 1 / з О)Н И 
что В области этого максимума 
спектральная плотность из

лучения по порядку величины 

равна 

(5.10) 

0,5 

о 0,29 2 
т dro 

Рис. 1.4. График функции F(1;), опреде-

Отметим, что д.лина когерен- ляющий спектр синхротронного JiЗлуче-

тности В области максимума син- вия 
хротронного излучения Ic=2y 2 C /O)h-;::;;4т/3еН мала по сравне
нию с радиусом кривизны траектории частицы (5.7). 

§ 6. {)ндуляторное излучение 

Рассмотрим теперь излучение в том случае, когда на 
частицу действует периодическая в пространстве и времени 

+ + + 
сила в направлении, перпен

дикулярном начальному дви

жению частицы (рис. 1.5). Та
кое движение называется он

дуляторным. Частным приме
ром ондуляторного движения Рис. 1.5. Движевие быстрой заряженной 
является движение по винто- частицы в электрическом ондуляторе 

вой линии, ось которого направлена вдоль начальной скорости. 
В общем случае при онду ляторном движении как поперечная, 
так и продольная составляющие скорости частицы будут 
периодическими функциями времени. Сама траектория при 
этом будет удовлетворять соотношениям 

(6_1 ) 
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где Т-период колебания, V /1- средняя скорость поступа тель
ного движения частицы 

т 

VII=~ f dtv(t), (6.2) 

о 

rll(t) и r.L (t)-составляющие радиус-вектора траектории части
цы r(t) вдоль и поперек V11 . 

ДЛЯ того чтобы найти спектр излучения при ондуляторном 
движении, необходимо подставить формулы (6.1) в соотношение 
(3.8). После N колебаний частицы в ондуляторе спектральная 
плотность излучения будет равна 

dl! = е 2ю 2 fdcr (Sin(NCQT/2)) 21 1 ~ -П.L1' ! 2 (6.3) 
dю 4л 2с 3 sin(cqT/2) 11 ' 

где 

т 

{III; 1 ~} = f dt {с; V.L (t)} ехр [/~(ct- пr(t)) J 
о 

Если N» 1, то 

(Si~NCqT/2)2 _N27t LO(Q-v), 
sшсqТ/2 сТ v 

(6.4) 

где у=2пn/Тс и n=о, ± 1, ±2, ... При этом формула (6.3) 
при обретает вид 

2" 

dl! =N е 2ю з I fd<PjI~ -П.L1I,12. (6.5) • ~n _ ' 
v;'(l +с -'y'vi)o о 

Здесь 8=ro/2су 2; <р-азимутальный угол (в ортогональной 
V/I плоскости) вектора п, определяющего направление излучения; 

и V i -среднее значение квадрата поперечной компоненты 
скорости частицы V.L (t). Так как 

определяет значение угла в, под которым происходит излучение. 
В дипольном приближении, когда выполняется условие 

c-Zy1v i« 1, имеем 

dl! =Nе2Ю I V-2[1-2~(1-~)JIWI(V)12, (6.6) 
dю Tc S v;.o V V 
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где 

т 

W'(V)= J dtvl-(t)exp(ivct). 
о 

Формула (6.5) показывает, что спектр излучения быстрой 
qастицы в ондуляторе содержит резкие максимумы на частотах, 

кратных частоте 

(6.7) 

Возникновение этих макси!'1УМОВ связано с интерференцией 
волн, излуqаемых частицеи с периодически повторяющихся 

yqaCTKOB пути, и соответствует частотам, для которых длина 

когерентности сравнима с длиной VIIT, проходимойqастицей 
за период одного колебания. Отметим, что для релятивистских 
частиц максимум ондуляторного излучения \6.7) соответствует 
частоте, которая по порядку величины в 2"( раз превосходит 
частоту (2тс / Т) действия на частицу внешнего поля. 

Таким образом, ондулятор можно рассматривать как 
генератор электромагнитного излучения, позволяющий полу
чить излучение существенно большей частоты по сравнению 
с частотой действия на частицу внешнего поля. На это 
впервые обратил внимание Гинзбург [33]. Теория ондулятор
ного излучения в дальнейшем развивалась в работах [34-38] 
и изложена в обзорах [18, 38-42]. 

В качестве ондулятора могут быть использованы также 
естественные кристаллы, так как при движении заряженной 
частицы в кристалле может быть реализовано ондуляторное 
движение. К этому вопросу мы вернемся ниже, в гл. 6. 

Рассмотрим в качестве примера ондулятор, в котором 
движение быстрой заряженной частицы происходит вдоль оси 
z, а возмущающая сила направлена вдоль оси Х и имеет 

вид [38] 

Н= -JНsiп~ 
л.' 

(6.8) 

где J -единичный вектор в направлении оси у. Движение 
частицы в этом случае происходит в гармонически изменя

ющемся вдоль оси ондулятора (оси z) магнитном поле 
напряженности Н (А - длина, на которой периодически изменя
ется магнитное поле вдоль оси z). 

Траектория частицы в таком поле, удовлетворяющая на
чальным условиям x=y=z=O и X=C~т при t=O, согласно 
(1.6) и (1.7) определяется соотношением 

r(t) =iXт sin Qt+ k [Vllt -(8z)m sin 2Qt], (6.9) 

где i и k-единичные векторы вдоль осей Х и z; Q=2тc/T
частота колебаний и Т=Ч2ТСVII-ИХ период; Xт=c~m/Q 
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и (oz) =ох 2 /8VII-максимальные значения амплитуд колебаний 
qасти~ы вд;ль осей х и z; V11 = V (1 - с 2 Р ;.; 4v 2 ) - среднее зна че
ние скорости вдоль оси z; с ~т = есН'Л,Е - 1, причем Р т « 1. 

Подставляя это выражение для траектории в формулу 
(6.5), получим спектр излучения. 

П])И выполнении условия дипольности излучения 

с - 2 У 2V i «1 изменением продольной составляющей скорости 
частицы в (6.9) можно пренебречь: 

(6.9а) 

При этом согласно (6.6) спектральная плотность излучения 
будет равна 

dtf={N2:эе2Х;'ОО)[1-2~(1-~)J O~o'C, (6.10) 

dro О, О<О·с. 

Таким образом, в ДИпольном приближении спектр излучения 
частицы, движущейся в поле (6.8), содержит один максимум 
при частоте о) D = 2у 2 О. 

Формула (6.1 О) справедлива, если выполняется условие 
Y~т« 1. С ростом значений Н и 'л, это неравенство 
нарушается. При этом нельзя пользоваться формулами 
дипольного приближения, и спектр излучения необходимо 
определять по общей формуле (6.5). В общем случае 
вычислить входящие в эту формулу интегралы в аналитическом 
виде не удается, поэтому нахождение спектра излучения 

может быть проведено с помощью численных расчетов 
на ЭВМ (для нахождения drff / dO) необходимо вычислить 
двойной интеграл по времени и по азимутальному углу 
<р и выполнить в (6.5) суммирование по v). 

На рис. 1.6 представлены результаты вычислений спектров 
ондуляторного излучения в случаях, когда параметр недиполь-

t'и 

8 
;е= 0,5 

8 

2 

Рис. 1.6. Спектральная плотность ондуляторного излучения при различных значениях 
параметра недипольности излучения 
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ности x=yf3m соответственно равен 0,5; 1 и 2. По оси ординат 
на этом рисунке отложена ФlНКЦИЯ J"" связанная с dfff / doo 
соотношением с dfff / doo= 8Ne 2 x 1t -ЗJ'Х. 

ИЗ соотношения (6.7) следует, что с учетом недипольности 
при движении частицы по траектории вида (6.9) первый 
максимум спектра излучения соответствует частоте 

OO m =OOD!(I+l/2X 2), (6.11) 

где OOD=2y 2 Q-положение максимума в дипольном приближе
нии. Таким образом, учет недипольности излучения приводит 
к смещению положения максимума ондулятор ног о излучения 

в область более низких частот чем частота 00 D . 

Представленные на рис. 1.6 графики показывают, что при 
00 < ОО т В рассматриваемой области х дипольное приближение 
и точная формула дают близкие результаты для интенсивности 
излучения независимо от величины параметра х. Связано это 
с тем, что параметр недипольности х входит в спектр 

излучения (6.5) в виде комбинации (oox 2 /2OOD), поэтому в об
ласти малых частот (00 «OOD) эта величина будет мала 
независимо от значения х [12]. 

Действительно, подставляя (6.9) в (3.6) и замечая, что 

yv.('}=Y[V1-(t+')-V1-(t)J= -2xsin ~ cos( Т]+~). 
где ~=O. и 11=Qt, получим после интегрирования по 11 

ci) 

:: =4Ne2~ {f d1;1;[ (1 +х 2 sin 2 ~ }sin C)Jo (D)-

о 

-х2(siП2~}соsС)Jl(D)J-~}, (6.12) 

где Jo(D) и J1 (D)-функции Бесселя, ~=OO/OOD, 

Формула (6.12) справедлива при любых частотах. Она 
непосредственно показывает, что х входит в спектр излучения 

в виде комбинации 1/2 ~ Х 2. 
В первом приближении по параметру 1/2~x2 спектр излуче

ния (6.12) приобретает вид 

dtf =Nе21tх2~(1_2~+2~2)е(I_Цl +~x2)), 
dm с 2 

(6.13) 

где 0(х)-ступенчатая функция ХевисаЙда. 
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Эта простая формула хорошо описывает спектр излучения 

в области частот {O~{Oт. При {О>{От В дипольном приближении 
спектральная плотность излучения (6.10) равна нулю, тогда 
как учет недипольности излучения (см. рис. 1.6) приводит 
к отличной от нуля спектральной плотности излучения. 

§ 7. Излучение при резком изменении 
траекторни частицы 

Общая формула для интенсивности излучения (3.1) сущест
венно упрощается, если в пределах длины когерентноспr 

происходит резкое изменение траектории частицы, т. е. если 

выполняется условие 

(7.1) 

где d l - интервал времени, в течение которого на быструю 
частицу действует внешнее поле. 

Действительно, выполним во входящей в (3.2) величине 
1 интегрирование по l по частям: 

+00 

I=~ f dlej(j)(t-c-lor(t))~~. (7.2) 
ro dt с-пv(t) 

-00 

Подынтегральное выражение здесь отлично от нуля в интервале 
времени dl, на котором на частицу действует внешнее поле. 
При выполнении условия (7.1) аргумент экспоненты в (7.2) 
на интервале времени dl мал по сравнению с единицей, 
поэтому экспонента может быть заменена единицей: 

1- iC( у' У) 
-~ с-ву' - с-пv ' 

(7.3) 

где у и у'-скорости до И после рассеяния. Подставив 
это выражение в (3.2), получим после интегрирования по 
телесному углу следующую формулу для спектральной пло
тности излучения: 

dt! =2е2 { 2~2+1 In(~+fi2+1)-I}, (7.4) 
dro пс ~~ 

где ~='Y9/2 и 9=lу'-УI/v-угол рассеяния (9«1). 
Таким образом, при выполнении условия (7.1) спектральная 

плотность излучения определяется только углом рассеяния 

частицы 9 и ее лоренц-фактором 'у. 
Условие lс» v dl выполняется, в частности, при столкнове

нии быстрой частицы с атомом, потенциал которого пред
ставляет собой экранированный потенциал Кулона 

u(r)=Z~elexp( -~), (7.5) 
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r де Z 1 е 1-заряд ядра атома и R - радиус экранировки атома 
(в модели Томаса - Ферми R - 1 = те 2 Z 1/3). Действительно, 
в этом случае l!.t'" R/v, поэтому при достаточно больших 
энергиях условие lc» R всегда может быть выполнено. 

Угол рассеяния быстрой частицы при столкновении 
с атомом определяется согласно (1.7) прицельным параметром 
р: 

+00 

Зр=--- dzur=--K1 -() е d f () 2Ze I е I (Р) 
Е dp ER R ' 

(7.6) 

-00 

где К1 (х)-модифицированная функция Ханкеля. В задачах 
об излучении при столкновениях обычно приходится рассмат
ривать рассеяние пучка параллельно движyuцихся частиц, 

поэтому задача состоит в определении излучения, отнесенного 

к единице плотности_ потока частиц. Если плотность потока 
частиц в пучке равна единице, то число частиц в пучке, 

имеющих прицельное расстояние между р и р + d 2 р, равно 
d2 р. Поэтому искомое излучение получится умножением спек
тральной плотности излучения одной частицы на d 2 р и ин
тегрированием полученного выражения по р. Определенная 
таким образом величина d:% / dro носит название эффективного 
излучения [1] 

d:К =fd2 d.9'(Э(р)). 
dro Р dro 

(7.7) 

Подставляя в эту формулу значение (7.6) угла рассеяния 
частицы в поле (7.5), получим с точностью до членов порядка 
Ze 2 /mR 

(7.8) 

где G~0,577 -постоянная Эйлера. 

§ 8. Излучение в случае многих столкновений электрона 
на длине KorepeHmocm 

Длина когерентности /с при высоких энергиях может 
достигать макроскопических размеров. На этой длине может 
произойти большое число столкновений электрона с атомами, 
поэтому возникает вопрос о том, как будет развиваться 
процесс излучения в этом случае. Рассмотрим, прежде всего, 
случай двух столкновений [6]. 

Если при [= [1 =0 В результате столкновения с атомом 
скорость электрона меняется от значения v к значению Vl, 

а при /=/2 она испытывает изменение от Vl к V2, то согласно 
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(2.6) векторный потенциал окруж~ющего электрон поля будет 
определяться при t>t2 формулои 

А =~ Re fdЗk {_V~2 ~ [1 ~e -i(kc-kv2)(t-r2)] e-ikr(t)+ 
2n 2 k ck-vzk 

+_V_l_ [ei(kc-kv,)t2 ~ 1 Je -iсkt+_V_ е -ickt}. (8.l) 
~-bl ~-b 

Здесь r(t)=r2 +V2 (t~ t2), а r2 -положение точки, в которой 
произошло второе столкновение. 

Слагаемые в этом выражении, содержащие векторы 
V и V 2 имеют ту же структуру, что и соответствующие 

слагаемые в формуле (2.8),-они определяют эволюцию поля 
в направлениях начального и конечного движений, частицы. 
Слагаемое, содержащее Vl, определяет эволюцию поля в на
правлении промежуroчного движения. 

Если второе столкновение произошло в момент времени 
t 2 «(kc ~ kv 1) - 1, то электрон в момент столкновения находился 
в «полуголом» состоянии. При этом согласно (8.1) излучение 
волн с волновыми векторами k, близкими по направлению 
к Vl, будет подавлено по сравнению с тем случаем, когда 
второе столкновение происходит в момент времени 

t2;C(kc~kvl) -1. 

Рассмотрим тепеJ?Ь случай, когда на длине когерентности 
происходит много tN» 1} столкновений в моменты времени 
t= tj>O, где j= 1, 2, ... , N. Тогда векторный потенциал (2.6) 
при t> tj будет определяться формулой 

А =~ Re r dЗk (_VN_eik(r-rN(I)) ~ iIei(kr-Сkl)) (8.2) 
~2 J k ~-k~ , 

где 

rN (t) = rN +VN (t~ tN), 

I=i I (_Vj_~ Vj-l )ei(kC-kVj_,)lj. (8.3) 
j=l kc-kvj kc-kVj-l 

Характерные значения утлов рассеяния быстрых частиц 
в веществе малы, поэтому все векторы Vj будут близки по 
направлению к вектору V. 

Если выполняются условия 

(8.4) 

то электрон во всех столкновениях будет находиться в «полуго
лом» состоянии. При этом 

I~i(~~_V ). 
kc-kvN kc-kv 

(8.5) 
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Мы видим, что в рассматриваемом случае величина 1, 
определяющая окружающее электрон поле после N столкнове
ний с атомами, зависит только от начальной и конечной 
скоростей частицы и не зависит от ее промежуточных ско

ростей. 
Зная 1, можно найти спектрально-угловую плотность излуче

ния (3.2). Спектральная же плотность излучения при этом 
будет определяться формулой (7.4) с 3= I VN-V I /v. 

Отметим некоторые особенности процесса излучения при 
выполнении условий (8.4). 

Первое слагаемое (8.5) определяет волны, распространя
ющиеся в направлении, близком к направлению конечного 
движения частицы VN, а второе-волны, распространяющиеся 

в направлении, близком к V. Излучение в основном происходит 
в конусы с углами растворов порядка у - 1 (рис. 1.7). Фазы 

L у-' 

L-, 
--~ 

t>L./V 

Рис. 1.7. Эволюция цоля электрона в случае многих столкновений в пределах длины 

когерентности 

волн, распространяющихся вблизи направлений V N и V про
тивоположны, поэтому при различных соотношениях между 

углом рассеяния 3 и углом раствора конуса излучения '" у - 1 

интерференционные картины будут разные. 
Если 3« у - 1, то происходит значительное сокращение 

полей, связанных с обоими слагаемыми в формуле (8.5). 
В этом случае величина I 1 I пропорциональна 3, а спектр 
излучения будет пропорционален 32: 

dtff = 2е 2 у 2 3 2 • (8.6) 
dro 3пс 

Если же углы ~ассеяния превосходят угол раствора конуса 
излучения, 3»у- (но по-прежнему 3« 1), то сокращения 
полей практически не происходит. При этом спектр излучения 
слабо зависит от угла рассеяния: 

dtff 4е 2 

dro =~ln(y3). (8.7) 
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Таким образом, мы видим, что при у3« 1 и уЗ» 1 
характер излучения существенно различен. В первом случае 
имеет место интерференция волн, излученных в направлениях 
начального и конечного движений частицы; во втором случае 
интерференция практически отсутствует. 

Приведенными выше формулами можно пользоваться, 
когда путь, проходимый электроном в веществе, меньше 
или порядка длины когерентности. Иными словами, требуется, 
чтобы толщина вещества не превосходила длину когерентности. 
Если же толщина мишени L будет больше длины когерентности 
1, то для нахождения спектральной плотности излучения 
необходим специальный расчет. Такой расчет будет сделан 
в последующих главах. Здесь же мы приведем простые 
оценки величины спектральной плотности излучения для 
этого случая [6]. 

Для оценки спектра излучения при L» 1 нужно, очевидно, 
разбить мишень на слои, толщина которых равна длине 
когерентности 1, и просуммировать поля, возникающие на 
каждом таком слое. Интерференцию же излучений от отдель
НbIX слоев при этом можно не учитывать. Тогда на n-м 
участке пути спектрально-угловая плотность излучения будет 
определяться по порядку величины формулами (3.2) и (7.4). 
Суммарная же спектрально-угловая плотность излучения при 
этом будет равна 

__ С ___ е_ k _у_. __ У.-l dЗ 
2 1 [ ( )] 12 drodcr 4п2c~ , ro-kv. ro-kV.-l 

(8.8) 

Здесь Vn-СКОРОсть частицы в конце n-го участка и сум
мирование ведется по всем участкам пути. 

Основной вклад в интеграл по углам излучения дают 
значения е-тах(у-l, IVn-Vn-ll/v) в каждом слагаемом (8.8), 
поэтому, используя (7.4) и учитывая, что число слоев равно 
L / 1, получим 

d,f Ld,f, 

dro -, dro' 
(8.9) 

где dC//dro определяется формулой (7.4), З/-угол рассеяния 
на длине когерентности 1, а 1 определяется из соотношения (4.7). 



ГЛАВА 2 

КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ 
В ОБЛАСТИ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЙ 

§ 9. Волновая функция быстрой частицы во виеППlем поле 

В предыдущей главе мы рассматривали излучение, ос
новываясь на классической картине, в которой движение 
частицы описывается траекторией и не учитывается отдача 
при излучении. В этой главе мы изложим основные результаты 
квантовой теории излучения быстрых частиц. 

В квантовой теории основным понятием является понятие 
волновой функции частицы, зависящей от координат и времени. 
Квадрат модуля этой функции определяет вероятность нахож
дения частицы в данной точке. Нас в дальнейшем будет 
интересовать излучение быстрого электрона (позитрона), дви
жущегося во внешнем поле. Волновая функция его, точнее 
биспинор 'Р, определяется уравнением Дирака [1] 

[y,,(p,,-еА,,)-т]'Р=О, (9.1) 

где у,,-матрицы Дирака (~=O, 1,2,3); P,,=(ih:t , -ihV) 
и А -4-вектор потенциала внешнего поля. 

Решение этого уравнения будем искать в виде 
1 

'P=-[у,,(р,,-еА,,)+т]Ф, (9.2) 
2т 

где биспинор Ф удовлетворяет уравнению 

[(p,,-еА,,) 2_т 2 -~iеhО",,уF,,v] Ф=О. 

Здесь F"v=o"Av-ОуА,,-тензор электромагнитного 
и О""v-антисимметричный матричный 4-тензор: 

1 
О""У=2"(У" уу-уу У,,). 

(9.3) 

поля 

Если в уравнении (9.3) отбросить член О""уР"у, описыва
ющий взаимодействие типа спин-поле, то мы придем к урав
нению Клейна - Гордона 

[(р" -еА,,) 2_т 2] Ф=О. (9.4) 

При высоких энергиях решение уравнения (9.3) удобно 
искать в виде [2] 

Ф=fехр(~s ), (9.5) 
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где S и ! - ФУНКЦИИ, удовлетворяющие уравнениям 

(OIlS-еА Il ) 2 _т 2 =0, (9.6а) 

[Q Il (QIlS-еАI!)]f+ 2 (QIl S-еАI!) Qll!-

-~ (JllvFllvf= ih о f (9.6б) 

Связано это с тем, что при высоких энергиях фаза волновой 
функции S /11 велика по сравнению с единицей. По этой же 
причине представление (9.5) удобно для определения волновой 
функции в квазиклассическом приближении. 

Первое из уравнений (9.6) представляет собой релятивистское 
уравнение Гамильтона-Якоби для классического действия S. 
Решение этого уравнения, как известно [3], имеет вид 

S=S(ri' Cti , t), (9.7а) 

где cti-некоторые постоянные, определяющие полный интеграл 
уравнения (9.6а). Постоянные ct i выбираются так, что детер
минант 

составленный из производных действия S по переменным ri 

и cti отличен от нуля. Если в начальный момент времени 
волновая функция частицы представляет собой плоскую волну, 
то постоянные r:1. i могут быть выражены через импульс р, 
определяющий эту волну. При этом действие S 6удет опре
деляться значением координаты r, относящейся к моменту 
времени (, и начальным импульсом р: 

S=S(r, р, [). (9.7б) 

Уравнение (9.66) определяет поведение волнового пакета 
и спина электрона во внешнем поле. Если в этом уравнении 
пренебречь слагаемым, пропорциональным 11, то волновые 
пакеты будут вести себя так же, как частицы, движущиеся 
по классическим траекториям, отвечающим действию S. Чтобы 
убедиться в этом, рассмотрим решение (9.6а), соответствующее 
фиксированному значению энергии Е, т. е. положим 

S(r, р, ()= -Еt+S(r, р). (9.8) 

Тогда, прене6регая в (9.6б) членом ih О J, приходим К сле
дующему уравнению для !: 

(LlS)!+2(E-еА о ) QJ+2{V S-еА) V !-~ (JI'VFllv!=O. (9.9) 
2 

Решение этого уравнения, как легко про верить, имеет вид 

f=(E-еАо )-1/2 \\ :r2a: 111/2 и, (9.10) 
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где u-биспинор, удовлетворяющий уравнению 

. d е F 
l-U= ( )(JJ.1V J.1vU. dt 4 E-еАо 

(9.11 ) 

Последнее уравнение описывает движение спина электрона 

в заданном электромагнитном поле FJ.1v. В пренебрежении 
взаимодействием типа спин-поле решение (9.11) представляет 
собой постоянный биспинор ио , 

Входящий В (9.10) детерминант 

D = 11 :r2a: 11 

удовлетворяет уравнению 

д д 
- D+-a (vD )=0, at r 

где v - вектор скорости, определяемый соотношением 

VS-еА 
v 

E-еАо 

(9.12) 

(9.13) 

(9.14) 

Мы видим, что детерминант D - этот детерминант носит 
название детерминанта Ван Флека - представляет собой реше
ние уравнения непрерывности для некоторой плотности в кон
фигурационном пространстве. Ван Флек показал [4], что если 
известно решение уравнения Гамильтона - Якоби, то можно 
ввести сохраняющуюся плотность в конфигурационном про
странстве. Эта величина представляет собой детерминант (9.12). 

Замечая, что согласно уравнениям Гамильтона, величина 

ro=JS(r,p) (9.15) 
др 

представляет собой начальное значение траектории r(t)= 
=r(t, ro, р), запишем детерминант (9.12) в виде 

D=II Jar; 11= f d 3 r0 8(r-r(t, [о , р)). (9.16) 

Таким образом, если в уравнении (9.6) пренебречь слага
емым, пропорциональны~ N, то волновая функция (9.5) 
определяется классическои траекторией частицы во внешнем 
поле, которой соответствует действие S: 

[ 
1 f J1/2 ~(S(r p)-Et) 

ф= -- d 3 r0 8(r-r(t, ro, р)) иое n ' 
E-еАо 

(9.17) 

в этом случае волновой пакет со временем не расплывается. 
Обратим внимание на следующее. При нахождении волновой 

Функции (9.17) предполагал ось, что траектория частицы 
rtt, ro' р) определяется начальной координатой и начальным 

2* 35 



импульсом. Траектория в этом случае является однозначной 
функцией величин ro и р. ~Возможна, однако, и другая 
постановка граничных условии, при которых одним и тем 

же граничным условиям соответствует не одна, а две или 

большее число траекторий. А именно, если мы потребуем, 
чтобы траектория r(t) в начальный момент времени имела 
импульс р, а в конечный момент времени имела импульс р', 
то при такой постановке граничных условий импульсы р и р' 
вообще говоря, не определяют однозначно траекторию. Такая 
ситуация имеет место, например, в случае радужного рассе

яния частиц, когда угол рассеяния является двузначной 
функцией прицельного параметра и отмеченным граничным 
условиям соответствуют две траектории (см. § 39). При такой 
постановке граничных условий волновая функция в квазиклас
сическом приближении должна определяться с учетом от
меченной неоднозначности. Мы не будем здесь подробно 
останавливаться на этом вопросе (см. по этому поводу 
обзоры [5-10]). Отметим только, что указанная неоднознач
ность играет важную роль при вычислении матричных 

элементов и вероятностей многих физических процессов, 
таких как радужное рассеяние, неупругие процессы при 

столкновении сложных атомов, распад ядер, квантование 

сложных систем и др. 

Покажем теперь, что к расплыванию волновых пакетов 
приводит учет отброшенного в (9.6б) слагаемого. При высоких 
энергиях скорость, с которой будет расплываться пакет, 
пропорциональна р - 1, поэтому для частиц высоких энергий 
расплывание волновых пакетов будет происходить весьма 
медленно. 

Чтобы убедиться в этом, обратимся к уравнению (9.4), 
считая для простоты, что частица бесспиновая, и что внешнее 
поле отсутствует [11]. Решение уравнения (9.4) в этом случае 
может быть представлено в виде 

Ф(r, [)=А J dЗkс(k)еi(kr-rot). (9.18) 

Здесь (о = Jk 2 + т 2 и А - нормировочный множитель. 
Если в начальный момент времени пакет был гауссовым 

с шириной а и имел импульс р такой, что 

А . r 2 ) Ф(r, 0)=]" ехр (lpr--z , 
а 2а 

то к моменту времени t этот пакет будет 
соотношением (9.18) с 

с (k) = ехр [ - ~ а 2 (k - р )2 J 
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определяться 

(9.20) 



Запишем волновую функцию (9.18) в виде 

Ф(r, t)=AI(r, t)exp[i(pr-Et)], (9.21) 

где E=Jp2+ m 2 и I(r, t)-величина, определяющая изменение 
волнового пакета со временем: 

(9.22) 

При высоких энергиях во входящей сюда величине (ю-Е) 
может быть выполнено разложение по обратным степеням 
энергии 

J( )2 2 Е 1 ч2 1 2 q; ю-Е= p+q +m - ::::.;vQz-2 Е -2 v Е + ... , 
где q=k-p и v=p/E (ось z параллельна р). Подставляя это 
разложение в (9.22), получим после простых вычислений 

[ {z-vt)2 Х 2 +у2] I=A(t)exp icx(r, ()--2---2- , 
2d ll d J.-

(9.23) 

где А (t)-медленно меняющаяся со временем величина: 

А (t)= 1 1 
a2 +it/Ea 2+(i/2E) t(l-v 2 )' 

cx(r, ()- действительная фаза, 
m 4 

д2=а 2 + __ (2 
11 а 2 Е 6 ' 

(9.24) 

Формулы (9.24) показывают, что в поперечном и в продоль
ном направлениях квадраты ширин пакетов Lll и д n растут 
со временем пропорционально t 2 / Е 2 И t 2 т 4 / Е 6 соответст
венно. В нерелятивистском случае эти величины не зависят 
от энергии частицы (! 2 Е - 2 = t 2 т - 2); В релятивистском же 
случае величины t 2 Е - 2 И t 2 т 4 Е - 6 существенно меньше 
соответствующих величин для нерелятивистской частицы. От
метим, что для продольного направления в Д n присутствует 
дополнительный множитель m 4 Е -4, приводяший К сущест
венному уменьшению скорости роста пакета в этом направ

лении по сравнению со скоростью роста пакета в поперечном 

направлении. 

Таким образом, мы видим, что релятивистские эффекты 
оказывают стабилизирующее влияние на волновые пакеты. 

Для частиц высоких энергий можно указать процедуру 
приближенного решения уравнений (9.6) для S и J, когда 
возможно разложение этих функций по обратным степеням 
импульса частицы [12]: . 

S(r)=pr+xo (r)+Xl (r)+ ... , f(r) =fo +fl (r)+ ... , (9.25) 

где Хn и fп пропорциональны р -n. 
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Рассмотрим для простоты случай, когда eA II =(U(r), О). 
Тогда первые члены разложения (9.25), соответствующие асим
птотике волновой функции при z -+ - 00 

Ф(r, t)=uei(Pr-Еt)li, (9.26а) 

имеют вид 

z z 

Хо= -~ f dz' U(р, z'), Хl = -~ f dz' [(\7хо)2- U 2], (9.26б) 
-00 -00 

z 

fo=u, f1 = - 21р f dz' (dd;z хо) и, 
-00 

где u - постоянный биспинор И ось z параллельна р. 
Разложения (9.25) справедливы, если 1 хо 1» 1 Хll и Ifo 1» 

»lf11» If2 1, ... Из этих неравенств следует, что 

1 Ха 12 n2 
1 UI «pv, --2« 1, -2« 1, 

рр рр 
(9.27) 

где i-эффективная область координаты z, в которой отличны 
от нуля интегралы по z в (9.26). 

Если в (9.26) отбросить слагаемые, пропорциональные р -1, 

то мы получим волновую функцию частицы в так называемом 
эйкональном приближении 

(9.28) 

Подставляя функцию (9.5) в (9.2) и сохраняя главный член 
разложения Ч' (r, t) по р -1, получим 

(9.29) 

Легко получить также следующее приближение в Ч', содержащее 
спинорную структуру, отличную от структуры (9.29): 

z 

Ч'=(1-2~ f dZ'Уо(У\7U))Ф(ЕJ. (9.30) 

-00 

Учет в (9.30) члена, содержащего у-матрицы, необходим 
при вычислении конкретных матричных элементов ряда процес

сов, так как он может давать вклад, сравнимый со вкладом 
слагаемого, не содержащего у-матриц [13]. 

Аналогичные результаты можно получить, если волновая 
функция имеет вид плоской волны не при z-+ - 00, а при 
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z--+oo, т. е. в конечном состоянии. В последнем случае первые 
члены разложения волновой функции 'Р имеют вид 

00 

'P=(1+2~ fdZ 'YO(Y\7 и)) u ехр[~(рr+ХЬ+)-Еt)} (9.31) 

z 

где 

00 

Xb+)=~ fdZ' и(р, z'). 
z 

§ 10. Упругое рассеяние при высоких энергиях 

Рассмотрим вначале простейший электродинамический про
цесс взаимодействия заряженной частицы с внешним постоян
ныМ полем. Таковым является упругое рассеяние частицы 
рассеивающим центром. Дифференциальное и полное сечение 
этого процесса, как известно [1], определяются формулами 

dO"=1 а (.9) 12 dO", (10.1) 1; , 
о" =41t-Imа(.9)lэ =0 (10.2) 

р 

где dO"-элемент телесного угла в направлении конечного 
движения, р - импульс частицы и а (.9) - амплитуда ее упругого 
рассеяния на угол 9: 

а (9) = - 4:1; 2 f dЗ re-ip'r!1i и' Уа \jJ (r) и (r). (10.3) 

Здесь u'-биспинор конечной частицы, р'-ее импульс и \jJ(r)
волновая функция частицы в поле и {r), обладающая асимп
тотикой (9.20а) при Z-+ - 00. 

Формула (10.3) показывает, что для нахождения амплитуды 
рассеяния необходимо знать волнов~ю функцию частицы 
в пределах действия на нее поля U(r). 

Если энергия частицы велика, то характерные значения 
углов рассеяния малы. При нахождении амплитуды рассеяния 
в этом случае можно воспользоваться волновой функцией 
(9.24). Подставляя эту функцию в (10.3), получим с точностью 
до членов порядка р -1 следующее выражение для амплитуды 
рассеяния в эйконцльном приближении: 

а(.9)=2:! d2 pdz U(r) ехр U(qp+xo(r))} (10.4) 

где q=р-р'-импульс, переданный рассеивающему центру. 

Множитель ехр (~qzz) мы заменили здесь на единицу, так 
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как компонента переданного 

циональна Р - 1 . Выполнив В 
получаем 

импульса Qz-:::::,qi/2p пропор
(10.4) интегрирование по z, 

(10.5) 

+00 

Хо (р)= -~ f dzU(p, z). (10.6) 

-00 

Отметим, что при выводе формулы (10.5) не исполь
зован конкретный вид функции И (r), поэтому формулой 
(10.5) можно пользоваться при изучении рассеяния час
тицы как в поле отдельного рассеивающего центра, так 

и в поле совокупности многих рассеивающих центров. 

В частности, она широко применяется при изучении раз
личных процессов рассеяния быстрых частиц ядрами и носит 
название приближения Глаубера-Ситенко [14, 15]. Ее можно 
применять также при изучении рассеяния быстрых частиц 
в веществе. 

Учет в формулах (9.24) и (10.3) членов порядка р-l (как 
в экспоненте, так и предэкспоненциальном факторе) приводит 
к следующему выражению для амплитуды рассеяния [12]: 

(10.7) 

где 

+00 z 

Xl(P)=;v f dZ{Z(aapU)(aap f dZ'U)_I~:2U2}. (10.8) 

-00 -00 

При выводе (10.7) предполагалось, что U(р, z}= U(р, -z). 
Формула (10.7) может быть получена также на основе 

метода эйконального разложения амплитуды рассеяния [16] 
и на основе решения интегрального уравнения для волновой 
функции быстрой частицы во внешнем поле [17]. 

Формула (10.7) позволяет оценить область применимости 
эйконального приближения. Для этого требуется, чтобы в об
ласти переменных р и Z, дающей главный вклад в амплитуду, 
выполнялось неравенство 

1 ХО 1» 1 Хl 1· (10.9) 

Это неравенство при достаточно высоких энергиях всегда 
выполняется. 
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Если величина ХО (Р) зависит только от модуля прицельного 
параметра, то в (10.7) можно выполнить интегрирование по 
углу между q.i и р: 

о() 

а (9)= ip fPdPJo (qn p) {l-ехр [~(xo (Р)+Хl (p))J}, (10.10) 

о 

где Jo (х)-функция Бесселя: 
2" 

Jo(x)=~ fd<Pexp (ixcos <р). 
21t 

о 

При этом полное сечение упругого рассеяния (10.2) будет 
определяться формулой 

о() 

cr=41tRe f pdp {l-ехр [~(xo (Р)+Хl (p))J}. (10.11) 

о 

Рассмотрим несколько предельных случаев эйкональной 
амплитуды рассеяния. Если I хо I «n, то в (10.5) может быть 
выполнено разложение по хо/n. Первый член такого разложе
ния, соответствующий первому борновскому приближению, 
имеет следующий вид: 

(10.12) 

Пусть теперь I хо I »n. Этот случай соответствует переходу 
к классической механике (n -+0). При n -+0 можно восполь
зоваться следующим асимптотическим представлением функции 
Бесселя [18]: 

Jо(Х)~ДСОS(Х-~), х»l. (10.13) 

Подставляя это соотношение в (10.10), получим 

о 

Для вычисления входящего сюда интеграла можно восполь
зоваться методом стационарной фазы [19]. В результате 
находим 

а(9)= -iР(~ ~)1!2 eXP[-i~-~(q.iР-хо(р))J, (10.15) 
qJ. dqJ. 4 тi 

где р = р (q.i) определяется из условия стационарной фазы: 

d 
qJ.. =-Хо(Р). 

dp 
(10.16) 
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Дифференциальное сечение рассеяния (1~.1) при ~TOM совпадает 
с результатом, даваемым классическои теориеи рассеяния, 

daCl=21tpl~ldq.l' (10.17) 
dqJ. 

Этой формулой можно пользоваться, если q.lp(q.l»>n' 
Обратим внимание на то, что уравнение (10.16) может 

иметь не один, а два и большее число корней. Такая ситуация 
имеет место, например, если функция dXo (p)/dp содержит 
максимум при некотором ненулевом значении прицельного 

параметра. При этом заданному значению угла рассеяния 
будут соответствовать два прицельных параметра. Вычисление 
амплитуды рассеяния в этом случае должно проводиться 

с учетом неоднозначности зависимости q.l от р, а именно, 

метод стационарной фазы должен быть применен для каждой 
точки стационарной фазы отдельно и результирующие выраже
ния для амплитуд рассеяния должны быть сложены [5]: 

а(9)=а 1 (9)+a~ (9). (10.18) 
Дифференциальное сечение рассеяния (10.1) при этом приоб
ретает вид 

(10.19) 

Это сечение отличается от соответствующего выражения для 
сечения, найденного в рамках классической теории рассеяния; 

daC1 =(la1 (9)1 2 +la2 (9)1 2 )da, (10.20) 
так как амплитуда а 1 (9) и а2 (91 между собой интерферируют. 
Если отмеченной интерференциеи пренебречь, то сечения (10.19) 
и (10.20) совпадут. 

Таким образом, если угол рассеяния является неоднозначной 
функцией при цельного параметра, то при рассеянии частиц 
возможны интерференционные явления. Более подробно не
которые из этих явлений будут рассмотрены ниже, в гл. 5. 

§ 11. Рассеяние быстрых частиц цепочкой атомов 

В предыдущем параграфе излагалась общая теория упругого 
рассеяния быстрых заряженных частиц в произвольном вне
шнем поле. При этом отмечалось, что полученными формулами 
можно пользоваться при изучении рассеяния частиц как в поле 

отдельного атома, так и в поле, создаваемом совокупностью 

атомов. Требуется только, чтобы энергия частицы была 
достаточно велика. Особый интерес представляет случай, когда 
атомы образуют периодическую структуру. Наличие такой 
структуры может оказать существенное влияние на характер 

рассеяния. 

Рассмотрим прежде всего упругое рассеяние быстрых эле
ктронов линейной цепочкой N атомов, расположенных на 
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расстоянии а друг от друга вдоль импульса падающих частиц 

[13]. Этот случай представляет интерес, поскольку в зависи
мости от числа атомов N взаимодействие частицы с цепочкой 
может быть рассмотрено как в рамках борновского приближе
ния квантовой теории рассеяния, так и в рамках классической 
механики. Иными словами, эффективность взаимодействия 
частицы с цепочкой будет изменяться с изменением N. 

Действительно, если u (р, z) - П.:ненциальная энергия вза
имодействия электрона с одним атомом, то потенциальная 
энергия взаимодействия электрона с цепочкой N атомов будет 
иметь вид 

Н-l 

U(N)(r)= L и(р, z-na). (11.1) 
n=о 

(Направление движения налетающей на цепочку частицы сов
падает с осью цепочки-рис. 2.1.) Подставляя это выражение 

Р. @@ @ 
" р' 
1 : 

2 

Рис. 2.1. Взаимодействие быстрой частицы с цепочкой атомов 

для потенциальной энергии в формулы (10.6) и (10.8) для 
Хо(Р) и Xl (р), получим при N» 1 

(11.2) 

+00 

где Хо = _v- 1 J dzu(p, z). В результате приходим к следу-
-ас 

ющему выражению для амплитуды упругого рассеяния элек-

тронов цепочкой атомов: 

ас 

а (N)(q )=ip f PdPJo( q:) {1-ехр [i: (хо+ 
о 

(11.3) 

Это выражение для амплитуды рассеяния справедливо, если 
выполнены неравенства (9.21). Для цепочки атомов z,..."Na 
ир'" R, поэтому условия (9.21) приобретают вид 

I UI«pv, 
nNa 
--2« 1, 
pR 

где R - радиус экранирования потенциала атома. 

(11.4) 
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Второе и третье неравенства ограничивают число атомов 

в цепочке. С увеличением N, очевидно, первым нарушается 
неравенство 

Переписав его в виде 

NI ХО l/pR«RjNa (11.5) 

и заметив, что среднее значение у!:ла рассеяния частицы 

цепочкой по порядку величины равно i}-NХо/рR (см. формулу 
(11.20», приходим к выводу, что угол рассеяния должен быть 
мал по сравнению с R/Na (эту величину можно назвать 
углом раствора цепочки). Иными словами, выражение (11.3) 
для амплитуды рассеяния справедливо, если частица, рассе

иваясь, остается в пределах цепочки на всей ее длине. Так 
как с ростом энергии средний угол рассеяния убывает, то 
с ростом энергии увеличивается допустимая длина цепочки, 

для которой справедлива формула (11.3). 
Заметим, что условие применимости борновского приближе

ния для цепочки атомов имеет вид 

Nlxol« n. (11.6) 

При v ~ 1 это условие не зависит от энергии частицы. Поэтому 
при больших энергиях область применимости формулы (11.3) 
гораздо шире области применимости борновской амплитуды 
рассеяния (10.12). 

Выясним теперь характерные особенности поведения сечения 
упругого рассеяния в зависимости от числа атомов в цепочке. 

Если число атомов в цепочке таково, что выполняется 
условие применимости борновского приближения (11.6), то 
экспоненту в (11.3) можно разложить в ряд по потенциалу. 
В результате получим следующее выражение для диффе
ренциального сечения упругого рассеяния неполяризованных 

частиц: 

(J 

dcr(N)= 2:~2] J pdpJo (q:) {хо + ~;pa('Vxo)2 + ... }]2 qdq. (11.7) 

о 

Так как N2al'VXoI2/12p«lxol, то в первом борновском 
приближении сечение рассеяния пропорционально квадрату 
числа атомов цепочки [20, 21]. Иными словами, в борновском 
приближении взаимодействие частицы с цепочкой носит ко
герентный характер, т. е. складываются не сечения, а амп
литуды рассеяния на каждом из рассеивающих центров. 

Второе слагаемое в квадратной скобке формулы (11.7) 
соответствует вкладу в сечение второго борновского приближе
ния. Мы видим, что относительный вклад второго борновского 
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приближения также пропорционален квадрату числа атомов 
цепочки. 

Учет второго борновского приближения приводит к зави
симости сечения от знака заряда частицы. При рассеянии 
электрОНОв\ и позитронов на отдельном атоме различие их 

сечений упругого рассеяния незначительно. Так, например, при 
рассеянии в кулоновском поле отдельного атома из (11.7) 
находИм следующее выражение для сечения рассеяния под 

малыми углами (1]: 

d =81tZ2e4(1_~1tZe2q"- 2 )а cr 2 3 V + ... q.l. 
l' q"- \е\ 211 р 

(11.8) 

Эта формула показывает, что при больших значениях импульса 
р поправка, учитывающая знак заряда, исчезающе мала. Если 
же рассеяние происходит на цепочке атомов, то различие 

в сечениях рассеяния электронов и позитронов может быть 
большим, так как оно пропорционально N 2. 

При достаточно больших значениях N всегда может быть 
выполнено условие 

NIXol»h, (11.9) 

противоположное условию применимости борновского при
ближения (11.6). В этом случае в широкой области углов 
рассеяния, за исключением малой области вблизи нуля, где 
pq.1;:5 h, для вычисления амплитуды рассеяния (11.3) можно 
воспользоваться методом стационарной фазы. Таким путем, 
согласно (10.16) и (10.17), можно найти зависимость передан
ного импульса от прицельного параметра 

q.1 =NI 'УХо I (1 + ~:a'Y2xo+ .. .) (11.10) 

и получить дифференциальное сечение рассеяния 

dcr(N) = 2nр( q.1) I ::J dq.1. (11.11) 

При малых углах рассеяния (рЭр(Э);:5n) пользоваться 
методом стационарной фазы нельзя, так как вблизи нулевого 
угла нет стационарной точки. Амплитуду рассеяния в этом 
случае следует вычислять непосредственно по формуле (11.3). 

Заметим, что поправка, обусловленная величиной Х \N5 , 
в (11.1 О) и (11.11), так же как и в (11.7), пропорциональна 
N 2 И зависит от знака заряда частицы. 

Если потенциал отдельного атома цепочки представляет 
собой экранированный потенциал Кулона (7.5), то нетрудно 
получить явное выражение для сечения рассеяния при 

NZe 2 jnv» 1. При этом следует различать три характерных 
интервала значений переданных импульсов q.1. В области 

малых значений q.1 ;:5 n;(R lп NZe 2) для вычисления сечения 
l1v 
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следует воспользоваться выражением (11.3) для амплитуды 
рассеяния. Пренебрегая слагаемым x<f>' находим [21], что 

da(N)= 2rrR 2dq,- (ln Nze 2YJn )2 J 1 (q'-R ln Nze 2yJn ). (11.12) 
q,- пи n nи 

Здесь у = ехр ( - G), а G ~ 0,577 - постоянная Эйлера. 

Для переданных импульсов q ~ > 1z/(R ln NZe 2) дифференци-
nи . 

аль ное сечение может быть вычислено методом стационарной 
фазы по формулам (11.10) и (11.11). Если при этом 
q ~ ;:5 2NZe 2/vR, то 

d (N) _ 21tR 2dq'-l 2NZe 2 
а - n--, 

q1. q1. vR 
(11.13) 

если же q ~ > 2NZe 2/vR, то 

d (N) _ 8rrN 2 Z2 e 4 d 
а - 2 3 q~. 

V q 1. 
(11.14) 

Рассмотрим теперь зависимость от N полного сечения 
и среднего значения квадрата угла рассеяния частиц цепочкой. 

Выполнив интегрирование в дифференциальном сечении 
упругого рассеяния по переданным импульсам, получим полное 

сечение рассеяния a(N). В рамках борновского приближения, 
согласно (11.7), 

00 

a(N) = 2п~2 fPdP [хо + N2
a ('7Хо)2 + ... J2 n 12р 

(11.15) 

о 

Мы видим, что при N I хо I «п полное сечение рассеяния 
значительно меньше геометрического поперечного сечения 

атома: 

a(N) ~(N хо/п )2 R 2« тr.R 2. 

Это означает, что цепочка атомов для пучка падаюших частиц 
является как бы прозрачноЙ. 

Полное сечение упругого рассеяния в борновском при
ближении с увеличением N растет пропорционально N 2. 

При выполнении условия (11.9), противоположного условию 
применимости борновского приближения, такое соотношение 
между a(N) и N нарушается. Оценка полного сечения рассеяния 
(10.11) при N I Хо I »n показывает, что оно по порядку 
величины равно 

a(N) '" р2, (11.16) 

где р-эффективное значение прицельного параметра в ин
теграле (10.11), определяемое из соотношения 

N I хо(р) I '" n. 
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Для цепочки атомов, потенциал которых представляет 
собой экранированный потенциал Кулона, 

XbN )= -2NZе le I v- 1 Ko(p/R), 

где Ко (х)~модифицированная функция Ханкеля. Отсюда легко 

найти порядок величины р: 

p~R ln(2NZe 2/11v). 

Поэтому при NZe 2 /11v» 1 

a(N)~ R 2 (ln (2NZe 2 /l1v»)2. (1 ] .17) 

Таким образом, при NZe 2/11v» 1 полное сечение упругого 
рассеяния не пропорционально квадрату числа атомов цепочки, 

как это имеет место в борновском приближении. Квадратичная 
зависимость сечения от N заменяется более слабой ~ логариф
мической. Другими словами, при NZe 2/11v» 1 полное сечение 
рассеяния почти не зависит от N. Полное сечение теперь 
совпадает по порядку величины с геометрическим поперечным 

сечением атома: a(N)",nR 2 • Это означает, что цепочка атомов 
перестает быть прозрачной, т. е. все частицы, попадающие 
на «при цельную» площадку порядка nR 2, испытывают рассе
яние на какой-либо угол. 

Оценим теперь среднее значение квадрата переданного 
импульса при выполнении условий (11.5) и (11.7). Эта величина 
определяется соотношением 

(11.18) 

в борновском приближении, как легко проверить, средний 
квадрат переданного импульса не зависит от числа атомов 

в цепочке N и определяется, в основном, поперечными 
размерами области взаимодействия: 

qi ~(I1/R)2. 
Если же NZe 2 »l1v, то согласно (l1.10)~(l1.14), 

qi _(NZe2/R)2. 

(11.19) 

(11.20) 

Подводя итоги, можно сказать, что характер упругого 
рассеяния быстрых частиц цепочкой атомов существенно из
меняется при выходе за рамки борновского приближения. 
Так, в области применимости борновского приближения 
(NIXol «11) дифференциальное и полное сечения упругого 
рассеяния пропорциональны квадрату числа атомов цепочки, 

а средний угол рассеяния от N не зависит. При выполнении 
же условия квазиклассичности взаимодействия частицы с цепоч
кой атомов (NIXol»I1) полное сечение слабо (логарифмически) 
зависит от N, а средний угол рассеяния пропорционален N. 
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§ 12. Излучение фотона н образование 
электронио-позитроиной пары 

в первом борновском приближении 

Перейдем к рассмотрению процесса излучения фотона 
быстрой заряженной частицей во внешнем поле. Этот процесс 
характеризуется тем, что электрон вследствие взаимодействия 
с внешним полем с некоторой вероятностью излучает фотон, 
переходя при этом в новое состояние в данном поле. 

Вероятность такого процесса определяется соотношением [1] 

(12.1) 

где Мл-матричный элемент перехода из начального состоя

ния Ч'i В конечное состояние ч' f с излучением фотона: 

Мл = J dtd3ГЧ'f(r, t)е*еi(юt-kr) Ч'i (r, t), (12.2) 

k и ffi-ИМПУЛЬС И энергия излученного фотона, e=e,J:Y,l" 
Начальное и) и конечное (f) состояния характеризуются 

начальными (р, Е) и конечными (р', Е') значениями импульса 
и энергии электрона. 

В первом не исчезающем приближении по взаимодействию 
частицы с внешним полем матричному элементу М л отвечают 
две диаграммы-рис. 2.2. Штриховые линии соответствуют 

р р 

Рис. 2.2. Днarраммы, отвечающие процессу излучения электрона в первом борновском 
приближении 

внешнему полю, так что q"=p,,-p~-k,, есть 4-вектор передачи 
импульса ядру. 

Если внешнее поле не зависит от времени и описывается 
статическим потенциалом eA,,=(U(r), О), что имеет место, 
например, для неподвижного ядра, то 

M fi = ~8(qo)M, 
у ЕЕ' 

М- - (~* i'+m J+m -*) и - и! е /,2 _m 2 Уо+Уо f2_ m 2 е и; q' 

(12.3) 

где qo=E-Е'-ffi, f'=p'+k и f=р-k-промежуточные 4-
импульсы, и! И ui-биспиноры излучающей частицы в конечном 
и начальном состояниях и Uq-фурье-компонента поля и(г). 

Зная матричный элемент, можно определить дифференци
альное сечение тормозного излучения. В лабораторной системе 
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это сечение связано с вероятностью излучения (12.1), отнесенной 
к единице времени dWt = t -1 dw, соотношением [1] 

dcr= d~t, 
J 

(12.4) 

где j=v/V -плотность тока падающих частиц. В первом 
борновском приближении, согласно (12.1) - (12.4), 

4 

dcr= е 8(Е-Е' -ro)IМI 2 dЗр'dЗk. (12.5) 
4 (2n)4 roЕЕ' 

В матричный элемент (12.3) входят множители (l-v COS€))-1 
и (1-v'cos8')-1, где 8 и 8'-углы между векторами k и р 
и векторами k и р' соответственно, а v и v' -скорости 
начального и конечного электрона, поэтому в случае болыIшx 
энергий (Е» т, Е'» т), когда v ~ 1 и t" ~ 1, сечение тормозного 
излучения имеет резкий максимум вблизи направления им
пульса падающего электрона. Излучение сосредоточено при 
этом, в основном, в узком конусе около этого направления 

с углом раствора порядка е,....., m / Е; в этом же конусе лежит 
импульс рассеянного электрона. Дифференциальное сечение 
излучения (12.5) в этом случае удобно выразить через ком
поненты переданного импульса q и переменную 8. 

Используя законы сохранения энергии и импульса 

Е=Е'+ro, 

p=p'+k+q, 
(12.6) 

и учитывая, что в области больших энергий основной вклад 
в излучение вносят углы 8,.....,т/Е и 8' -т/Е', получим с точ-

ностью до членов порядка т 2/Е2 и т 2/Е,2 

d - е 2 Е' IMI2 o'dro dy d3 
а--- --- q 

16n4 Е m 2ro Jl=7 ' (12.7) 

где 8' =rom 2 j2EE'. Входящая сюда переменная у связана 
с 8 соотношением 

(Е8;т)2 =Ь+ yJa, (12.8) 

где 

qz и q.L - компоненты q, параллельная и ортогональные 

импульсу р падающей частицы. Появление множителя 

8' /т 2 JТ=.Y2 в (12.7) связано с якобианом перехода от 
переменных, определяющих телесные углы в формуле (12.5), 
к переменным 8 и q (указанный переход подробно описан 
в работах [1, 22 ]). 
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Из положительности радикала (12.8) следует, что 

qz~ а' +qi/2E. (12.9) 

Рассмотрим некоторые предельные случаи формулы (12.7). 
В области малых значений переданного импульса (q.l «т) 

усредненное по поляризациям начальных частиц и просум

мированное по поляризациям конечных частиц дифференци
альное сечение излучения приобретает следующий вид: 

е 2 Е' dro 1)' q i 3 [ ы2 б' ( ь')] 2 dcr=- - - - -d q 1 +--2- 1-- IU I . (12.10) 
4n 3 Е ro m 2 q; 2ЕЕ' qz qz q 

Этой простой формулой удобно пользоваться для анализа 
процесса излучения быстрой частицы в поле U(г) в случае, 
когда характерные значения переданных при излучении им

пульсов малы по сравнению с т. Такая ситуация реализуется, 
например, в теории когерентного излучения релятивистских 

электронов в кристалле (см. гл. 4). 
Если кроме условия q.l «т выполняется неравенство q.l» а', 

ТО В (12.1 О) можно пренебречь зависимостью фурье-компоненты 
потенциальной энергии от qz. Тогда после интегрирования по 
q z сечение излучения может быть записано в виде 

(12.11) 

где dcr~В)-сечение упругого рассеяния в первом борновском 
приближении (10.1), (10.12) и dw(q.l)-вероятность излучения 

2е 2 Е' ( 3 ( 2 ) q i dro 
dw(q.l)=З; Е 1 +4 ЕЕ' m2 -;;;. (12.12) 

Рассмотрим более подробно случай q.l» а', не предполагая 
при этом, что q.l «т. В этом случае в (12.10), как и при выводе 
формулы (12.11), можно пренебречь зависимостью Uq от qz. 
Сечение тормозного излучения при этом имеет вид 

dcr=dw(q,Y)'dcr~B), (12.13) 

где 

е 2 Е' о' dro ау 
dw(q,y)=- -IMI 2 - - --dq. 

4тt2 Е m2 ro Jl-y2 z 
(12.14) 

После усреднения по поляризациям начальных и сум
мирования по поляризациям конечных частиц и интегрирования 

по переменным У и qz приходим К формуле (12.11) с 

dw(q.l)=~ Е' dro 2ЕЕ' ln(~+~)-l, (12.15) 
2 {2~2(H~)+ 1 } 

n Е ro ~JV+l 



При q.l «т эта формула переходит в (12.12); если же 
Ql»m, то 

4е 2 Е' dro ( ro 2 ) qJ. dw(q )=- - - 1+- ln-. 
.1. 1t Е ro 2ЕЕ' т 

(12.16) 

Формулой (12.11) удобно пользоваться при рассмотрении 
излучения быстрых частиц в случае, когда характерные 
зна чения переданных импульсов q.l велики по сравнению 

с характерными значениями продольной компоненты импульса 
qz"-'o'. Это условие выполняется, например, при излучении 
частиц достаточно высокой энергии в поле атома, потенциал 
которого представляет собой экранированный потенциал 
Кулона (7.5). 

Действительно, фурье-компонента потенциала (7.5) равна 

Uq =4тcZe 'еl (Q2+ R -2) -~. (12.17) 

Для такого потенциала определяющий вклад в сечение излуче
ния дают значения m'?;:q.l,?;:R- 1 • При этом, если энергия 
частицы будет достаточно велика, так что R -1 »0', то сечение 
излучения может быть найдено с помощью формул (12.11), 
(12.15). В результате интегрирования по q.l приходим К формуле 
Бете и Г айт лера [1, 23] для сечения излучения быстрого 
электрона в поле атома 

dcrвн =4Z2е б dro[(1+E'l_~ Е')lП183Z-1/з+~J. (12.18) 
m 2 ro Е2 3 Е 9 

Приведенные выше формулы могут быть использованы 
и для описания процесса образования электронно-позитронных 
пар фотоном в поле атома. Этому процессу в первом порядке 
теории возмущений (борновское приближение) соответствуют 
две диаграммы, изображенные на рис. 2.3. На этих диаграммах 
р+ и р_ -4-векторы позитрона и электрона образующейся 
пары, k-4-импульс фотона и q=k-p+ -р_. 

Диаграммы рис. 2.3 топологически эквивалентны диаграм
мам рис. 2.2, изображающим процесс излучения, поэтому 
сечение образования пары может быть получено из сечения 

е 
\ Р .. 

~ 
р-

Рис. 2.3. Диаграммы, отвечающие процессу образования электронно-позитронной пары 

фотоном в первом борновском приближении 

излучения (12.5) путем замен k~-k, p'~p_, p~-p+ 
и dЗkdЗр'~dЗр+dЗр_. 
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В случае малых передач импульса, q1- «т, для неполя

ризованных частиц получаем 

da =~ dЕ+dЗq qi {Е_ (1-E~)+4 О± (1- О±)} 1 U 12, (12.19) 
± 81t З 4002 q; Е+ Е:" qz qz q 

где qz и q1- -компоненты переданного импульса, параллельная 
и ортогональная импульсу фотона k, причем q z ~ <> + , 
(5 ± = (От 2 /2Е _ Е +; Uq - фурье-компонента потенциала внешнего 
поля. 

Если же q.l» (5±, то 

(12.20) 

где ~=q.l/2m. 
В поле отдельного атома, потенциал которого представляет 

собой экранированный потенциал Кулона (7.5), сечение об
разования пары при R - 1 » 8 ± имеет вид [23] 

da = 4Z 2 e6 dE+ [(Е2 +Е2 +~E Е )1п 183Z-1/3-~E Е ] 
± m 2 ООЗ - + 3 - + 9 - + . 

(12.21) 

§ 13. Понитие длины когерентности в квантовой теории 

Выше, в § 4, мы ввели понятие длины когерентности 
исходя из рассмотрения процесса излучения в классической 
электродинамике. Эта длина определялась как расстояние 
вдоль импульса частицы, в пределах которого существенны 

интерференционные эффекты при излучении. Понятие длины 
когерентности естественным образом возникает и в квантовой 
теории. Как мы видели в предыдущем параграфе, сечение 
тормозного излучения в квантовой теории определяется мат
ричным элементом (12.2), поэтому длину когерентности естест
венно связать с той областью пространства, которая вносит 
существенный вклад в матричный элемент. 

Матричный элемент содержит под знаком интеграла по 
пространственным координатам множитель ехр (iqr), где 
q = р - р' - k есть переданный импульс. Эта экспонента определя
ет эффективные значения r, вносящие главный вклад в мат
ричный элемент. В релятивистской области процесс излучения 
разыгрывается, в основном, вдоль импульса частицы р (ось 
z). Эффективная область координаты z очевидно равна 
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Zeff-q;1, а эффективная область расстояний, перпендикулярных 
-1 

р, равна РеН - q 1. • 

Из законов сохранения энергии и импульса при излучении 
(12.6) следует, что в релятивистском случае, когда векторы 
р, р' и k почти параллельны друг другу, 

(13.1) 

Формула (12.10) показывает, что дифференциальное сечение 
излучения быстро убывает с ростом qz, поэтому характерные 
значения qz по порядку величины равны Qz-qmin' Таким 
образом, процесс излучения разыгрывается на длине вдоль 
импульса частицы, по порядку величины, равной [22] 

(13.2) 

Эта формула и определяет длину когерентности в квантовой 
теории. 

Покажем, что длина l~ определяет размер пространственной 
области, в пределах которой про являются когерентные эффекты 
при излучении. С этой целью рассмотрим излучение, которое 
происходит при столкновении электрона с цепочкой N атомов, 
расположенных вдоль импульса падающей частицы (см. 
рис. 2.1). 

В первом борновском приближении матричный элемент 
процесса излучения (12.3) определяется фурье-компонентой 
потенциала внешнего поля. В случае цепочки атомов (11.1) 

(13.3) 

где Uh - фурье-компонента потенциала отдельного атома цепоч
ки. нодставляя это выражение дЛЯ U~N) в (12.5), получим 
сечение излучения на цепочке атомов 

IN-1 12 da(N) = I eiq,all da(1). 
.. =0 

(13.4) 

Это сечение только множителем отличается от сечения излуче
ния на изолированном атоме da(l). 

Характерные значения qz по порядку величины равны о', 
поэтому если расстояние между атомами в цепочке будет 
велико по сравнению с длиной когерентности (a»l~), то 
перекрестными слагаемыми в двойной сумме в (13.4) можно 
пренебречь и сечение излучения на N атомах будет равно 
сумме сечений на N изолированных центрах: 

da(N) = Nda(1), l~«a. (13.5) 

Если же все N атомов цепочки будут находиться 
в пределах длины когерентности (l~»Na; при достаточно 
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больших энергиях частицы это условие всегда может быть 
выполнено), то экспоненты в (l}.3) можно положить равными· 
единице. При этом матричныи элемент процесса излучен2ия. 
будет пропорционален N, а сечение-пропорционально N : 

dcr(N) = N 2 dcP). (13.6) 

Наличие множителя N 2 в этой формуле и является про явлением 
эффекта когерентности. 

В отличие от классической формулы для длины когерен
тности в (13.1) входит множитель (l-wjЕ), содержащий 
энергию фотона ф. Поэтому можно сказать, что квантовая 
формула для длины когерентности, в отличие от классической 
формулы, учитывает отдачу при излучении. 

Множитель ехр (iqr) входит не только в матричный элемент 
процесса излучения, но и в матричные элементы таких 

процессов, как упругое рассеяние (10.2), образование элект
ронно-позитронной пары (12.19) и др. Эти процессы в области 
высоких энергий также разыгрываются в основном вдоль 
импульса частицы, поэтому понятие длины когерентности 

может быть введено не только для тормозного излучения, 
но и для упругого рассеяния, и для образования электронно
позитронной пары и т. д. При этом конкретные выражения 
для длины когерентности будут различны для различных 
процессов, так как для этих процессов отличаются конкретные 

выражения законов сохранения энергии и импульса. Сущест
венным, однако, является то, что в области высоких энергий 
длины когерентности всех этих процессов растут с энергией 
и при достаточно больших энергиях достигают макроскопичес
ких размеров. Так, в случае процесса упругого рассеяния 
продольный размер пространственной области, на которой 
развивается данный процесс, по порядку величины равен 

] 2Е 
le=-=Z· 

qll q.l 
(13.7) 

При заданном значении ql. и достаточно больших Е эта 
длина может быть сколь угодно большой. 

Длина le определяет размер пространственной области 
вдоль импульса частицы, в пределах которой необходимо 
учитывать интерференционные эффекты при рассеянии. От
метим, что в классической теории интерференционные эффекты 
при рассеянии отсутствуют, тогда как в квантовой теории 
они имеют место. Это связано с тем, что в квантовую 
теорию входит понятие волновой функции, тогда как в клас
сической теории его нет. 

Длину когерентности (13.1) можно интерпретировать также 
как длину, на которой происходит «отрыв» фотона от 
излучающего его электрона [24, 25 ]. Действительно, пусть 
электрон, сталкиваясь с атомом, излучает электромагнитную 
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волну с частотой со. ДЛЯ ультрарелятивистской частицы 
излучение происходит в основном под малыми углами е-т/Е 
к ее импульсу, поэтому рассмотрим излучение в направлении 

движения частицы. 

Ясно, что сразу после столкновения с атомом излученная 
электроном электромагнитная волна (волновой пакет) не может 
достаточно далеко оторваться от него. Электрон и электромаг
нитную волну можно рассматривать как независимые объекты, 
только если они разойдутся друг относительно друга по 
крайней мере на расстояние порядка (л+ l/р'), где р' -импульс 
конечного электрона и л= ljсо-длина волны излученного 
фотона. Поскольку электрон и излученный им фотон движутся 
в одном направлении (рис. 2.4, а), то относительная скорость 
их разбегания будет Vотн~(l-v'). Поэтому интервал времени, 
в течение которого фотон «отрывается» от электрона на 
расстояние порядка л+ l(p', будет равен 

I1t= л.+ l/p' ~2Е'(Е'+ю). 
l-v' m 2ю 

Расстояние l~ = v' I1t, которое проходит электрон за время I1t, 
совпадает с введенной ранее (13.2) длиной когерентности. 

Аналогичные рассуждения справедливы и для процесса 
образования электронно-позитронной пары жестким фотоном 
в поле ядра. А именно, электрон и позитрон можно рас
сматривать как свободные частицы лишь в случае, когда эти 
частицы разлетятся друг относительно друга на расстояние, 

превышающее 2/т. При высоких энергиях эти частицы вылета
ют, в основном, под малыми углами к импульсу фотона 
8+"'mjE+, где Е+ и Е_-энергии позитрона и электрона 
образующейся пары, поэтому прежде чем электрон и позитрон 

е+ : 
е-

Рис. 2.4. «Отрыв}) фотона от излучающей частицы (а) и разлет высокоэиергетической 
электронно-позитронной пары (6) 

разлетятся на расстояние 2/т, они пройдут путь, по порядку 
величины равный (см. рис. 2.4, б) 

(13.8) 

Величина 1 ± представляет собой длину, на которой форм
ируется электронно-позитронная пара. Так как характерные 
значения энергий Е + и Е_частиц образующейся пары по 
порядку величины равны Е+ ",Е_ -со/2, то l± "'со/2т2, и, 
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следовательно, при достаточно больших (о эта длина может, 
стать сколь угодно большой. 

Обратим внимание на то, что длина 1 ± имеет ту же 
структуру, что и длина когерентности l~ в процессе излучения: : 
различие заключается лишь в том, что начальная и конечная '. 
энергии электрона в процессе излучения заменяются здесь, 

значениями энергий электрона и позитрона образующейся пары. 

§ 14. Сечення нзлучения и образования 
элеКТРОННО-DОЗНТРОШIЫХ пар в эйкональном приближении 

При высоких энергиях длина, на которой формируется 
излучение ультрарелятивистского электрона, имеет макроско

пический размер. В пределах этой длины электрон может 
столкнуться с большим числом атомов среды. При этом 
могут быть выполнены условия, при которых все атомы, 
находящиеся в пределах длины когерентности, будут выступать 
как один центр с эффективным зарядом Zeff '" NZ 14 Такая 
ситуация имеет место, например, в случае, когда электрон 

сталкивается в пределах длины когерентности с цепочкой 
N атомов, расположенных вдоль импульса падающей частицы 
на расстоянии а друг от друга. Тогда эффективной константой 
взаимодействия частицы с цепочкой будет выступать не Ze 2 /nv, 
а величина NZe 2/nv. При этом условие применимости первого 
борновского приближения принимает вид 

NZe 2 

--«1. 
hv 

(14.1) 

Ясно, что при больших значениях N это условие нарушается. 
Поэтому важно знать роль высших борновских приближений 
в процессе излучения. 

Исследуем этот вопрос, используя эйкональную волновую 
функцию быстрой частицы во внешнем поле (9.24). При 
высоких энергиях поправки к этой функции пропорциональ
ны р - 1, поэтому можно ожидать, что в этом случае по
правки к сечению излучения в эйкональном приближении 
будут малы. 

Заметим предварительно, что непосредственная подстановка 
эйкональной волновой функции в матричный элемент (12.2) 
еще не решает проблему. Дело в том, что продольные 
расстояния вдоль импульса частицы, дающие главный вклад 
в матричный элемент (12.2), по порядку величины равны 
длине когерентности l~, поэтому необходимо, чтобы поправки 
к эйкональной волновой функции были малы в пределах этой 
длины. Подставляя внеравенствах (9.21), определяющих усло
вия применимости эйконального приближения, вместо z длину 
когерентности 1~=2EE'/m2(O и замечая, что р-l определяет 
по порядку величины значение импульса q1-' переданного 
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внешнему полю, n/p"'ql.' приходим к следующему условию 
на ql.: 

2Е' (ql.)2 1 - - «. 
hoo т 

(14.2) 

Таким образом, непосредственное вычисление матричного 
элемента (12.2) с использованием эйкональной волновой фун
кции оправдано только в области малых значений ql.. Из 
результатов борновского приближения, однако, вытекает (см. 
§ 12), что основной вклад в сечение излучения дают значения 
h/R 15 ql. 15т. Но при ql. ",т неравенство (14.2) нарушается и, 
следовательно, непосредственная подстановка эйкональной вол
новой функции в (12.2) не может дать правильно го выражения 
для матричного элемента. 

Матричный элемент необходимо предварительно преоб
разовать таким образом, чтобы в подынтегральное выражение 
непосредственно входил потенциал внешнего поля. Тогда, если 
размер пространственной области Zeff вдоль импульса частицы, 
в которой потенциал внешнего поля отличен от нуля, будет 
мал по сравнению с длиной когерентности [~, то обрезание 
интеграла по координате Z будет определяться не длиной 
когерентности (осцилляциями экспоненциального фактора), 
а величиной Ze{( (в случае потенциала отдельного атома 
zeff,,-,R) и, следовательно, при высоких энергиях в интересующей 
области переданных импульсов (1ijR15ql.15m) условия приме
нимости эйконального приближения (9.21) всегда могут быть 
выполнены. 

Такое представление матричного элемента (12.2) легко 
выполнить, воспользовавшись диаграммным тождеством, изоб
раженным на рис. 2.5, где внешние линии в вершинах с внеш-

Рис. 2.5. Диаграммное тождество для матричного элемента процесса излучения 

ним полем ~ точные волновые функции частицы во внешнем 
поле, а тонкие - волновые функции и функции Грина для 
свободной частицы. При выполнении условия 

l~»zeff (14.3) 

вклад третьего слагаемого (рис.2.5) в матричный элемент 
мал по сравнению с вкладом первых двух слагаемых, причем 

степень малости этого слагаемого определяется параметром 

zeff/l~. Поэтому С точностью до членов порядка zeff/l~ мат
ричный элемент может быть записан в виде диаграмм, 
представленных на рис. 2.6 [26]. 
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Рис. 2.6. Приближенное представление матричного элемента пропесса излучения при {'»Z,rr ' 

Подставляя сюда эйкональную волновую функцию, нахо-; 
ДИМ, что с точностью до членов, пропорциональных р - 1, ' 

(14.4), 

где М -спинорная структура матричного элемента, определя
емая формулой (12.4), и а (ql )-эйкональная амплитуда уп-, 
ругого рассеяния (10.5). 

Таким образом, при выполнении условия '~» Zeff сечение 
излучения приобретает вид 

dcr(q, y)=dw(q, у). dcre , (14.5) 

где dw (q, у) - вероятность излучения, определяемая соотноше
нием (12.14), и dcrе-сечение упругого рассеяния в эйкональном 
приближении. 
Мы видим, что в рассматриваемом случае сечение излучения ' 

распадается на вероятность излучения и сечение упругого 

рассеяния. Заметим, что, вообще говоря, в произвольном 
внешнем поле такая факторизация не имеет места - она 
происходит только при выполнении условия (14.3). 

Формула для dw(q, у) в (14.5) совпадает с соответствующей 
формулой в борновском приближении. Учитывая это, а также 
то, что dcre не зависит от переменных qz и у, получим после 
суммирования по поляризациям всех конечных частиц и ус

реднения по поляризациям начальных частиц и интегрирования 

по q z И У следующее выражение для сечения: 

dcr (q-1) = dw (q -1)dcre (q -1)' (14.6) 

где dw(q-1) определяется формулой (12.15). 
Рассмотрим некоторые предельные случаи (14.6). 
При I хо I «Ii в выражении для сечения рассеяния можно 

выполнить разложение экспоненты ехрихо/Ii). в первом при
ближении такого разложения формула (14.6) дает результат 
первого борновского приближения для сечения излучения 
(12.11). 

Если же 'хо\:::р п, то согласно (10.17) dcre = 21tpdp и, 
следовательно, 

(14.7) 

Домножив dcr на IiОО, получим эффективное излучение 
d:ff = hrodcr. При IiОО« Е и \ хо \:::р Ii в классическом пределе, 
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когда можно пренебречь отдачей при излучении и движение 
частицы во внешнем поле можно трактовать в терминах 

классической механики, формула d:lt = nmdcr с учетом (14.7) 
дает соответствУ1ОlЦИЙ результат классической теории из
лучения. 

Таким образом, формула (14.6) позволяет исследовать 
вклад высших борновских приближений в сечение излучения 
быстрых частиц во внешнем поле и исследовать переход от 
формулы борновского приближения к формуле классической 
теории иэлучения. 

Величина ХО при столкновении ультрарелятивистского эле
ктрона с атомом по порядку величины равна IXol~Ze2. Так 
как для всех известных элементов Ze 2 jnv< 1, то может 
сложиться впечатление, что анализ классического предела 

формулы (14.6) не имеет практического интереса. Но это не 
так. Дело в том, что при выводе этой формулы не использован 
конкретный вид потенциала внешнего поля; требовалось толь
ко, чтобы область действия на частицу этого поля была 
мала по сравнению с длиной когерентности. В частности, 
в пределах длины когерентности электрон может столкнуться 

с большим числом атомов. При этом ВХОДЯIЦая в (14.6) 
величина XbN ) будет представлять собой сумму значений ХО 
дЛЯ отдельных атомов и, следовательно, XbN ) может быть 
сколь угодно большой. 

Рассмотрим в качестве примера излучение быстрого эле
ктрона при столкновении с цепочкой N атомов, расположенных 
на расстоянии а друг от друга вдоль импульса падаЮIЦей 
частицы р [13]. Потенциал отдельного атома цепочки будем 
считать экранированным кулоновским. Если выполняется усло
вие l~» Na, то сечение излучения будет определяться формулой 
(14.6) с величиной XbN ), равной 

X~)=2NZeleIKo(pjR), (14.8) 

где ко(х)-модифицированная функция Ханкеля. 
Для такого потенциала сечение излучения можно вычислить 

аналитически. 

Если выполняется условие NZe 2jmR« 1, то после интег
рирования по р и q 1- находим, что 

---- -- - 1+-- х 
!Joodcr(N) _16e2 (Nze2)2 Е' {( 3 п 2 (2 ) 

doo 3 mR Е 4 ЕЕ' 

х [lП mhR +~-( N~:2 у n~1 n- 1 (n2+(N~:2 У) -1 J+ 112}' (14.9) 

Эта формула по cyrцecTBY совпадает с известной формулой 
Бете-Максимона [27, 28] для сечения излучения электрона 
на отдельном экранированном кулоновском центре, полученной 
в приближении Фарри-Зоммерфельда-Мауэ [29, 30]. 
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Следует лишь в формуле Бете - Максимона заменить заряд 
ядра Z 'е 1 на NZ 14 мы видим, что в процессе излучения 

[' »Na вся цепочка атомов ведет себя как один 
~~;TP сс эффективным зарядом NZlel· . 

При NZe 2/hv«1 формула (14.9) переходит в результат· 
борновского приближения. При этом сечение излуч~ния пропор
ционально N , т. е. излучение носит когерентныи характер. 

Если же NZe 2 /hv» 1, но по-прежнему NZe 2 /mR« 1, то 
суммируемая в (14.9) функция будет плавно изменяться 
с ростом n. Заменяя эту сумму на интеграл, находим, что 

hwdcr(N) = 16e2 (Nze 2 )2 Е' {(1 +~ h20/) [In rnR -G+~J+~} 
dю 3 rn Е 4· ЕЕ' NZe 2 2 12' 

(14.10) 

где G=0,577 -постоянная Эйлера. 
Формула (14.10) показывает, что квантовый характер про

цесса излучения при I xJ}"> I »n появляется только в эффекте, 
связанном с отдачей при излучении. Движение же частицы 
во внешнем поле в этом случае можно описывать классически. 

Формула (14.10) показывает также, что в рассматриваемом 
предельном случае сечение излучения пропорционально N 2 • 

Таким образом, излучение носит когерентный характер как 
при квантовом (NZe 2 jhv« 1), так и при классическом 
(NZe 2/nv» 1) рассмотрении движения частицы в поле цепочки. 

При NZe 2 /mR» 1 формулы (14.9) и (14.10) несправедливы. 
Непосредственное интегрирование общего выражения (14.6) 
для сечения излучения приводит в этом случае к 

--=--- 1+- 10--hюdcr(N) 4е 2 R 2 Е' ( h 2 ю2 ) ( Nze 2 ) 3 

dю 3 Е 2ЕЕ' rnR 
(14.11) 

Мы видим, что в этом случае когерентный характер излучения 
быстрых частиц в поле цепочки атомов нарушается, причем 
интенсивность излучения практически не зависит от числа 

соударений частицы с атомами цепочки. Величина NZe 2/mR 
представляет собой отношение характерного угла рассеяния 
электрона цепочкой f}-NZе 2/ЕR к характерному значению 
угла излучения релятивистского электрона е-т/Е. Таким 
образом, когерентные эффекты при излучении проявляются 
только при f} < т! Е; при выполнении же противоположного 
условия имеет место эффект подавления когерентного из
лучения. 

Отметим, что вывод об изменении характера излучения 
ультрарелятивистского электрона при f},...,m/E является общим 
и не зависит от того, в каком поле происходит излучение. 

Связано это с тем, что формула (14.6) получена без исполь
зования конкретного вида потенциала внешнего поля, поэтому 

ею можно пользоваться при изучении излучения в различных 
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полях, таких как аморфная среда [31], кристалл [13], кусочно 
неоднородное внешнее поле [32] и т. п., требуется только 
выполнение условия (14.3). 

Аналогичные формулы нетрудно получить и для сечения 
образования электронно-позитронной пары фотоном во вне
шнем поле. Так, если длина когерентности этого процесса 
1+ =2Е+Е_/m 2 ro будет велика по сравнению с размером 
пространственной области Zeff вдоль импульса фотона, в ко
торой потенциал внешнего поля отличен от нуля, 

l± »Ztrr, (14.12) 

то в эйкональном приближении сечение образования пары 
может быть представлено в виде [33] 

d(j±(q-L)=dw±(q-L)d(je' (14.13) 

где dw ± - вероятность перехода фотона в электронно-позит
ронную пару с передачей паре поперечной составляющей 

импульса, равного q-L' 

2e2E_E+dE+ {2~2(2~2~ -1)-1 } 
dw± =---2 - - + ln(~+J~2+ 1)-1 ; 

1t (о (о ~J1;2 + 1 

(14.14) 

здесь ~=q-L/2m и dcrе(q-L)-сечение упругого рассеяния одной 
из частиц пары во внешнем поле (10.1), (10.5). Заметим, что 
в рассматриваемый процесс существенный вклад дают все 
три диаграммы, приведенные на рис. 2.5. 

Рассмотрим теперь образование электронно-позитронной 
пары фотоном высокой энергии в поле цепочки N атомов, 
расположенных вдоль импульса фотона [34]. Сечение этого 
процесса при достаточно высокой энергии фотона, когда 
выполняется условие l± »Na, может быть получено по формуле 
(14.13). Подставляя в эту формулу значение x~), определяемое 
соотношением (14.9), находим, что при NZe /mR« 1 

hrodcr± = 16е 2 (Nze 2 )2 Е_Е+ {(~ 112(02 -1) Х 
dE+ 3 т (02 4 Е_Е+ 

Х [1П (т; )+~_(N~e2Y n~1 n- 1 (n2+(N~e2Y) -1 J- /2}' (14.15) 

Если же NZe 2/mR» 1, то 

------- ---1 ln--(Odcr ± _ 4е 2 R 2 Е_ Е+ ( h 2 (02 ) ( Nze 2 ) 3 

dE+ 3 (02 2Е_Е+ mR 
(14.16) 

Формула (14.15) показывает, что при выполнении условия 
NZe 2/mR« 1 сечение образования пары пропорционально квад
рату числа атомов в цепочке, т. е. процесс в этом случае 
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носит когерентный характер. Если же NZe 2 jmR» 1, то, 
согласно (14.16), квадратичная зависимос~ь сечения от N за
меняется более слабой - логарифмич:скои. 

Таким образом, при взаимодеист!ши частиц высоких. 
энергий с цепочкОЙ атомов когерентныи эффект возможен не 
только в процессах рассеяния (см. § 11) и излучения, но 
и в процессе образования электронно-позитронных пар, причем 

в процессах излучения и образования пар этот эффект 
сохраняется при существенно больших значениях N, чем 
в процессе рассеяния. В заключение отметим, что аналогичные 
результаты справедливы и в случае, когда электронно

позитронная пара образуется не фотоном, а заряженной 
частицей [34 ]. 

§ 15. Учет квантовой поправки к ннтенсивности 
синхротронного излучения 

Как мы видели в предыдущем параграфе, интенсивность 
излучения в квантовой теории отличается от интенсивности 
излучения в классической теории и переходит в нее при h ~ О. 
Мы покажем, что в этом случае имеет место два типа 
квантовых эффектов-эффект, связанный с квантовым харак
тером самого движения частицы во внешнем поле, и эффект, 
связанный с отдачей испытываемой частицей при излучении. 
Оба эти эффекта, конечно, связаны между собой, но в об
ласти высоких энергий, как будет показано ниже, оба они 
могут быть разделены. Более того, первый из этих эффектов, 
который можно описать как эффект, связанный с неком
мутативностью операторов, сопоставляемых классическим 

величинам (т. е. операторов импульса частицы, энергии, I 
скорости и т. д.), оказывается менее существенным, чем "',' 
эффект отдачи при излучении. Эта возможность разделения 
квантовых эффектов показывает, что при изучении излучения 
в области высоких энергий целесообразным является преоб- ~.".', 
разование матричного элемента к виду, содержащему опера

торы, характеризующие движение частицы. Иными словами 
целесообразным является преобразование матричного элемен
та к виду, содержащему гейзенберговские операторы, соответ
ствующие динамическим переменным. Такая задача впервые 
была решена Швингером [35] при нахождении квантовой 
поправки к классической формуле для интенсивности синхрот
ронного излучения. 

Мы изложим здесь опера торный метод Швингера, учитывая, 
что он дает возможность выделения эффекта, связанного 
с отдачей при излучении, на фоне других квантовых эффектов. 
В самой работе [35] была найдена только первая квантовая 
поправка к интенсивности синхротронного излучения порядка 

hюjЕ (здесь ю-частота излучения и Е-энергия частицы). 
В дальнейшем в работах Байера и Каткова [36, 37] на 
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основе операторного метода была найдена формула для 
интенсивности излучения, справедливая и при n (j) '" Е*). 

ДЛЯ просто ты изложения будем рассматривать излучение 
бесспиновой частицы. Такой подход оправдывается тем, что, 
как будет показано в § 17, спин оказывается несущественным 
при учете только первой квантовой поправки. 

В квантовой электродинамике, как известно [1], взаимодей
ствие частицы с электромагнитным полем описывается s
матрицей, элементы которой определяют амплитуды вероят
ностей различных процессов. Взаимодействие частицы с полем 
излучения мы будем рассматривать по теории возмущений, 
тогда как взаимодействие с внешним полем будет учитываться 
точно, без применения теории возмущений по этому полю. 
Представление S-матрицы, в котором внешнее поле учитыва
ется точно, носит название представления Фарри. S-матрица 
в этом представлении строится по образцу построения s
матрицы для свободных частиц с той разницей, что входящие 
в последнюю волновые функции свободных частиц должны 
быть заменены на точные волновые функции частиц в заданном 
поле. В первом порядке теории возмущений по взаимодействию 
частицы с полем излучения S-матрица имеет следующий вид 
[1, 37]: 

(15.1) 

где J,.. -оператор плотности тока в заданном внешнем поле: 

(15.2) 

Ф-оператор поля частиц. 
Матричный элемент процесса излучения при этом может 

быть записан в виде 

<ЛS(l)li) = - ёej2тr. Мл , 
. ~ 

(15.3) 

М .=_I_ Sdt d3 re i.,t(n* (еР e-ikr)cn. 
f· rr;r;:- 'у f' 'у " 

уЕ;Е! 
(15.4) 

где е-вектор поляризации фотона; р= -ihV-еА-оператор 
обобщенного импульса частицы; (А, В)= 1/2 (АВ+ВА )-сим
метризованное произведение операторов А и В; <Р; и <Pf
волновые функции частицы в заданном внешнем поле, нор
мированные соотношением 

* Первая квантовая поправка к классической формуле для интенсивности 
синхротронного излучения впервые была получена в работе Соколова, 
Клепикова и Тернова [38] без использования операторного метода; полное 
решение квантовой задачи о магнитотормозном излучении впервые дано 
Клепиковым [39]. 
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Волновые функции 'Р; и q> f' соответствующие начальному 
и конечному состояниям излучающей частицы, являются реше
ниями уравнения Клейна-Гордона в данном поле с энергиями 
Е; и Е f соответственно. При движении частицы в магнитном 
поле это уравнение имеет вид 

[(ihfr У -(in V +е А)2_т 2] <р=0, (15.5) 

где А - векторный потенциал магнитного поля. 
Формально решение уравнения (15.5) может быть 

записано в виде 

q> = ехр ( -~ ~t} i), (15.6) 

где ~ = J'(I-·n-V-+-e-A-)2=-+-т--=-2 - гамильтониан, определяющий дви
жение частицы в поле А и I i) - состояние частицы в этом 
поле при (=о с заданным значением энергии Ei , так что 

e-iЖtj1r I i) = е -Щtjn I i). 

Такое представление волновых функций позволяет выполнить 
в матричном элементе (15.4) унитарное преобразование к гей
зенберговскому представлению операторов. При этом матрич
ный элемент (15.4) удобно записать в виде 

Мл= J dtei"'\fI Q(t)1 i), (15.7) 

где 

Q(t)= ~(ep,e-ikr(t)) ~. (15.8) 

Здесь p(t) и r(t)-гейзенберговские операторы импульса 
и координаты, определяемые соотношениями 

A(t)=exp(~~t)Aexp( -~~t). (15.9) 

Покажем, что с учетом первой квантовой поправки, опре
деляющей отдачу при излучении, оператор Q (t) приближенно 
совпадает с оператором 

QAt)=(ev(t), e-ikr(t)), (15.10) 

где v(t)-оператор скорости частицы. Матричный элемент 
с таким выражением для Qs(t) был использован в работе 
[35]. Это выражение соответствует формальной замене в клас
сической формуле для интенсивности излучения заряженной 
частицы (3.2) скорости и координаты на соответствующие 
операторы и последующей симметризации полученного ре
зультата. 

Для того чтобы показать это, рассмотрим коммутационные 
соотношения входящих в (15.8) и (15.10) операторов. Прежде 
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всего определим связь между операторами p(t) и V(t). 
Учитывая соотношения 

ili i' = ili v = [r, ~J, [r, ~ 2] = 2ili р, 

имеем 

(15.11) 

Из (15.11) вытекает, что в первом приближении по Ii 
y~p~ -1. (15.11а) 

Отброшенные при этом члены по порядку величины равны 
еli I н I Е - 2, где Н = rot А - напряженность магнитного поля. 
С таким значением v(t) формулы (15.8) и (15.10) дЛЯ Q(t) 
и Qs(t) отличаются друг от друга только порядком входящих 
в них операторов. 

Замечая далее, что 

ilip=[p, ~J= -iliеНхр~-1, 

видим, что с той же точностью операторы р и ~ можно 
считать коммутирующими. 

Таким образом, некоммутативность операторов, определя
ющих динамику частицы в заданном внешнем поле, харак

теризуется параметром 

(15.12) 

и, следовательно, с точностью до членов такого порядка 

величины порядок операторов р, ~ и v несуществен. 
Определим теперь перестановочные соотношения для опе

ратора ехр( -ikr(t», определяющего излученное поле, с опе
раторами, определяющими динамику частицы во внешнем 

поле. Заметим в этой связи, что оператор ехр ип) представляет 
собой оператор сдвига в импульсном пространстве 

eikrJ(p) = J(p-lik)eikr, (15.13) 

где f(р)-некоторая функция р. Поэтому, в частности, 

eikr ~ (р)= ~ (Р-Ii k)e ikr, (15.14) 

и, следовательно, в первом приближении по Ii 

eikr ~~(~ + likv}e ikr. (15.14а) 

Формула (15.14а) показывает, что некоммутативность опе
раторов ~ и exp(ikr) определяется параметром IikvE- 1 • 

Учитывая, что характерные значения углов излучения малы, 
e"'mjE и что V~ 1, получаем 

nkv nro 
E~E 

Этот пара метр определяет отдачу при излучении. 

3 А. И. Ахиезер, Н. Ф. Шулъга 

(15.15) 
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Характерные частоты излучения ультрарелятивистской ча
стицы в магнитном поле порядка ш~е IHl y 2jm (см. § 5). 
В этой области частот 

(15.15а) 

Таким образом, при высоких энергиях (Е» т) параметр, 
определяющий отдачу при излучении, оказывается много 
большим параметра, определяющего квантовые эффекты 
при движении частицыI в магнитном поле и, следовательно, 

при вычислении первой квантовой поправки в матричном 
элементе (15.8) можно пренебречь некоммутативностью ди
намических переменных по сравнению с коммутаторами 

между динамическими переменными и оператором ехр иЫ). 
Иными словами, при высоких энергиях эффект отдачи 
при излучении может быть выделен на фоне эффектов, 
определяющих квантовый характер движения частицы во 
внешнем поле. 

На основании сказанного, перенося оператор ехр (ikr) 
в матричных элементах (15.8) и (15.10) налево, получим 
с учетом первой квантовой поправки 

(15.l6) 

Представление матричного элемента в виде (15.7) удобно, 
так как оно позволяет в общем виде выполнить в формуле 
(12.1) для вероятности излучения суммирование по конечным 
состояниям. При этом информация о конечном состоянии 
переносится на оператор yf -1/2 exp (i Yftjn). 

Подставляя (15.7) в (12.l), получим 

dw=~ dЗ~ J dt dt' eiro(t-t') 2: (i 1 Q + (t) 1/) (11 Q(t) 1 i). 
. nш 4n f 

Учитывая условие полноты 

2:1/) (/1= 1, 
f 

приходим К следующей формуле для вероятности излучения: 

dw=~ dЗk J dtdt'eiro(t-t') (il Q +(t)Q(t')1 i). 
nш 4n2 

(15.l7) 

Если порядок операторов (19.17) несущеетвен, то формула 
(15.17) дает соответствующий результат классической теории 
излучения (3.2), в котором отдача при излучении не учитывается 
(интенсивность излучения drff связана с вероятностью излучения 
соотношением drff = nmdw). 
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Подставляя в (15.17) оператор Q (t), определяемый соот
ношением (15.16), получим вероятность излучения с учетом 
первой квантовой поправки: 

е 2 dЗk( nоо) J . (') "kr "kr' dw=--- 1+- dtdt'е 1юt - t <ile*ve' ё' ev'li), (15.18) 
nоо 4п2 Е 

где r=r(t), r'=r(t') и Е=Е;. 
Входящие в (15.18) операторы r(t) и r(t'), взятые в разные 

моменты времени, не коммутируют между собой, поэтому 
при вычислении матричного элемента (15.18) необходимо знать 
коммутационные соотношения для этих операторов. Пред
варительно выполним в (15.18) замены переменных t ~t+То/2, 
t'--+t-Тo/2. Тогда 

е 2 dЗk( nоо) dw=-- 1+- Jdtx 
nоо 4п2 Е 

х dт.е iюt <i I ev(t + т./2) e ikr(I+ti2) е -ikr(t-t/2)ev(t - т./2) I i). (15.18а) 

Воспользуемся теперь для про изведения операторов 
ехр иА) = ехр [ikr (t+ т./2)] и ехр ( - В) = ехр ( - ikr(t-Тo/2» извест
ным соотношением 

(15.19) 

которое является точным, если [А, В] коммутирует с А и с В. 
В рассматриваемом случае, как будет показано ниже, ком
мутатор [А, В] пропорционален N, поэтому с требуемой 
точностью можно пренебречь некоммутативностью с [А,В] 
операторов А и В и воспользоваться соотношением (15.19) 
для вычисления вероятности (15.18a). Отброшенные при этом 
члены будут пропорциональны n 2. 

В области частот 0) ..... 0)0 У 3 значения 1", дающие главный 
вклад в интеграл по т. в (15. 18а), такие, что 

0)т.(1 - v 2) ..... 0)0 т.у ..... 1, 

где 0)0 = е I н I Е - 1 - частота вращения частицы в магнитном 
поле, поэтому о)от.« 1, и, следовательно, могут быть исполь
зованы разложения 

r(t±~)~r(t)±~;(t)+ ~v(t)±:; v(t). 

Из уравнения движения (1.7) вытекает, что в рассматриваемом 
случае 

v=-0)5 v. 

Таким образом, 

f(t+~) -f (t-~) ~ (т. - 2~ 0)51"3) v(t) 
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и 

Входящие сюда коммутаторы определяются соотношениями 

[ ] .haVj in(>: ) r k , Vj =1 -д =- Ukj-VkVj , 
Pk Е 

[ J/f-2 ]-·h д vj -·hЕ - з (<> 3 ) rk , vj -1 aPkE2-1 kj- VkVj . 

Учитывая, что характерные значения углов излучения 
е", т/ Е, имеем 

[А, В]= _2i nCO 00 {(1-ВУ) t+...!...ОО б t 3 }. (15.20) 
Е 24 

ПредэкспонеIЩИальный фактор в (15.l8a) равен 

v (t+~) v (t-~)-1 ~ -( l-y2+~ t 2ОО б). 
Подставляя полученные соотношения в (15.19) и (l5.18a), 

после суммирования по поляризациям фотона приходим к сле
дующей формуле для отнесенной к единице времени вероят
ности излучения 

+00 

---= --00 1 +- dt l-v 2 +-ООб х dw е 2 
( псо) f ( ,2) 

dtdcodcr 4п2 Е 2 
-00 

х ехр { -iоо ( 1 +n;) [(1-ВУ) t+ ;: 005 J}. 
Эта формула показывает, что первая квантовая поправка 

входит в вероятность излучения посредством подстановки 

ОО~ОО ( 1 + n; ) 
в классической формуле для (oo- 1 dg/dtdооd(J). При этом 
с учетом (5.8) спектральная плотность излуЧения может быть 
записана в виде 

00 

dB з3/2 е 2 соосо 4 
-=---у 
dt dco 4п gz СОЙ f (15.21) 

где ООн =3/2ООо"{\ ~=E/eH. 
- 1+-'" ( 11"') 
"'и Е 

Мы видим, что первая квантовая поправка к классической 
формуле (5.8) синхротронного излучения имеет вид 

(15.22) 
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При этом поправка к полной потере излученной энергии равна 

8i = _ з1/3 . 55 е 2шо nшн 4 
36 fJe Е У 

При выводе этого соотношения использована формула 
00 f dl1l1 3 КS/З (11) = ~~ л. 
О 

Таким образом, с учетом квантовой поправки имеем 

A<ff=A<ff (1_31/з55 ~y2). (15.23) 
сl 16 mfJe 

Эта формула совпадает с соответствующим результатом 
работы [38], полученным на основе непосредственного вычис
ления вероятности излучения (12.1) с использованием волновых 
функций электрона в магнитном поле. 
Мы видим, что квантовая поправка к полной потере 

эн~гии частицей в магнитном поле определяется параметром 
nу /mfИ. Эта поправка растет с энергией частицы и с величиной 
напряженности магнитного поля и при достаточно больших 
энергиях и напряженностях полей может стать значительной. 
Подчеркнем, что этот вывод относится не только к полной 
потере энергии, но и к спектральному распределению излучения. 

Действительно, максимум спектрального распределения син
хротронного излучения приходится на область частот ro- у 3roо . 
В этой области частот параметр nro/Е, определяющий отдачу 
при излучении, быстро растет с энергией и величиной маг
нитного поля. Поэтому при достаточно больших значениях 
этих величин учет отдачи при излучении может существенно 

повлиять как на величину, так и на форму спектрального 
распределения излучения. 

Мы видим, что учет некоммутативности операторов, опи
сывающих движение частицы во внешнем поле и поле 

излученного фотона, позволяет учесть эффекты, связанные 
с отдачей при излучении. Полученные выше на основе этого 
метода результаты справедливы, если отдача мала: 

nro«Е. (15.24) 

§ 16. Излучение при высоких энергиях 
в квазиклассическом приближении 

Полученные в предыдущем параграфе результаты основы
вались на гейзенберговском представлении операторов, опре
деляющих матричный элемент процесса излучения. При этом 
было показано, что при высоких энергиях в квазиклассическом 
приближении квантовый эффект, связанный с отдачей при 
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излучении, может быть выделен на фоне квантовых эффектов, 
связанных с динамикой частицы во внешнем поле, и полу
чена первая квантовая поправка к интенсивности излучения 

ультрарелятивистского электрона в постоянном магнитно~ 
поле. Эта поправка, как отмечалось, может быть большои, 
поэтому представляет большой интерес и определение следу
ющих поправок, и получение общих формул, учитывающих 
отдачу при изучении. Как мы сейчас покажем, это можно 
сделать путем обобщения известного в квантовой механике 
метода ВКБ [40]. Такая задача может быть решена и путем 
обобщения метода Швингера (изложенного в предыдущем 
параграфе), что было сделано в работах [36]. Однако при 
этом остается неясным ряд вопросов, а именно, точность 

полученных результатов, а также вопрос об усреднении по 
начальным условиям. 

В предлагаемом методе хотя и используются некоторые 
преобразования работы [37], но отсутствует переход к гей
зенберговским операторам движения. Все вычисления проводят
ся в шредингеровском представлении с использованием обыч
ных квазиклассических волновых функций. Для простоты 
вначале рассмотрим излучение бесспиновой заряженной части
цы, движущейся в постоянном магнитном поле. 

Воспользуемся с этой целью формулой (15.17), определя
ющей просуммированную по конечным состояниям вероятность 
излучения частицы во внешнем поле с векторным потенциалом 

А. Эту формулу можно представить в виде 

dw=~ dЗk fdtdt'dЗгcn~(r (')(С*Р* eikr)x 
1100 4тс 2Е '1'1 , , 

xYt'-lехр[~(Yt'+1i(f))'t}СР, e-ikr)'Рi(r, (), (16.1) 

где 't=t-t', Р= -i1iV-еА-оператор обобщенного импульса 
в шредингеровском представлении и yt' = Jp 2 + т 2. 

Учитывая соотношения (15.13) и (15.14), произведение 
множителей ехр (ikr) и ехр (- ikr) в (16.1) можно заменить 
единицей. При этом 

е 2 dЗk f dw=- -- dtdt'dЗгcn~(r t')(C*P)Yt'-! х 
4тс 2 nооЕ '1' 1 , Р k 

xexp[~(yt'P_k+1i(f))'t}CP)'Pi(r, (), (16.2) 

где Yt'P_k=J(P-k)2+ m2. 
Формула (16.2) для вероятности излучения является об

щей-она получена без использования каких-либо приближений 
относительно динамики частицы во внешнем поле. Для даль
нейшего необходимо определить действие оператора 
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ехр О J"f'p-k"С) на входящие в (16.2) функции. Вычисления 
проведем в квазиклассическом приближении, предполагая при 
этом, что ПФ'" Е. 

Заметим предварительно, что согласно (9.17) в квазиклас
сическом приближении волновая функция бесспиновой частицы 
имеет вид 

<Рр (r, t)= (r I е -iЖ//1i I р) = 

= С 11 д 2 ~:~pp)2111/2 ехр Н (S (r, р) - Et)}, (16.3) 

где С-нормировочная постоянная, S(r, р)-классическое дей
ствие, определяемое классической траекторией частицы, про
ходящей через точку с координатой r в момент времени 
t и имеющей импульс р при 1=0. 

Действие оператора импульса р на функцию <Рр (r, () в рас
сматриваемом приближении распространяется только на экс
поненциальный фактор, так что 

(16.4) 

Определим теперь действие опера тора ехр ( - ~ J"f' р _ k "С) на 
входящие в (16.2) функции. С этой целью введем обозначение 

F(r, "С, ()=ехр [ -~(J''f'Р-k+nф)''СJер(r)<Рi(r, (). (16.5) 

Тогда функция F(r, "С, () будет удовлетворять уравнению 

(in :, -J''f'р_k-nФ )F=O. (16.6) 

Мы должны определить решение этого уравнения, удовлет
воряющее условию 

F(r, "С, t)IT~O=ep(r)<pi(r, 1). (16.7) 

Домножив (16.6) на оператор (in :, -nФ+J''f'Р_k) приходим 
к следующему уравнению для F: 

{(in :, _nф)2 -(inV+;А+nk)2-m2}F=О. (16.8) 

Решение (16.8) будем искать в виде 

(16.9) 
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где s. и 1. - ФУНКЦИИ, удовлетворяющие уравнениям 

(:, s.+noo) 2 -(VS. -nk-еА)2-m 2 =0, 

(:, S.+noo ) :,1. -(VS. -nk-еА) VI.-

_~(V2S)1. =!!!. (~-V 2)/.. 2 •• 2 0,2 • 

(l6.10a) 

(16.10б) 

Заметим, что при k = О эти уравнения переходят в соот
ветствующие уравнения (9.6) для функций S и J, определяющих 
волновую функцию частицы во внешнем поле в квазиклас
сическом приближении. Учитывая это, будем искать решение 
уравнения (16.l0a) в виде 

S.=S(r)-Е(t+.)+х(., t), (16.11) 

г де S (r) - классическое действие, определяемое уравнением 
Гамильтона - Якоби 

E2 -(VS-еА)2-m2=0, 

и Х (" t)-некоторая функция • и t. 
Подставляя (16.l1) в (16.10а), приходим к следующему 

уравнению для х: 

где Е' = Е -nоо. 

~x= -n Е (00- kVS) __ l (ох)2 
а" Е' Е 2Е' а" ' (16.l2) 

При высоких энергиях последним слагаемым в правой 
части уравнения (16.12) можно пренебречь. При этом с учетом 
гамильтоновых уравнений движения 

v(t)=aJt" = VS-еА 
ар Е 

(16.13) 

находим 

Е 
Х(" ()= -n Е' [oo.-k(r(.+t)-r(t))]. (16.14) 

Рассмотрим теперь уравнение (16.10б) для 1.. Пренебрегая 
в нем слагаемым, пропорциональным N, приходим к следу
ющему уравнению для 1.: 

(16.15) 
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Решение этого уравнения с учетом граничного условия для 

предэкспоненты в (16.7) может быть записано в виде 

ЛО)(r, т, t)=c[Jd3Yo8(r-r{1:+t, ro, р))] 1/2 ер (r (t, ro, р)). (16.16) 

Таким образом, в квазиклассическом приближении с учетом 
членов порядка nоо/ Е", 1 

II G2S111/2 {. } F(r, 1:, t}=ep(r(t))c дrдp ехр ~[S(r, p)-Е(1:+t)+Х(1:, ()] . 

(16.17) 

Подставляя это соотношение и выражение (16.3) для 
волновой функции в (16.2) и замечая, что 

~;_\<pj(r, ()~ (E')-l<pj(r, t), 

находим 

dw= е 22 ~fdtdt'd3rc211 o1s 11 ер (r) Х 
4п nо>ЕЕ' cr др 

xe'.p(r(t))exP[~X(1:, [)]. (16.18) 

Учитывая соотношение (9.16) для детерминанта 11 a2S/arap 11 

и уравнения гамильтона (16.13), приходим к следующему 
выражению для вероятности излучения: 

e1 dЗk Е f dW=-l - - с 2 dtdt'dЗУо (e*v(t))(ev (t')) х 
4п ПО> Е' 

х ехр { - i :' [оо (t' - [)- k (r (t')-r (t))]}. (16.19) 

Мы видим, что в квазиклассическом приближении вероят
ность излучения ультрарелятивистской частицы во внешнем 
поле с учетом отдачи при излучении определяется классической 
траекторией частицы в этом поле без учета влияния излучения 
на траекторию. При этом эффект отдачи при излучении 
проявляется в наличии общего множителя (Е/Е') в (16.19) 
и такого же множителя в показателе экспоненты. Интегрирова
ние по ro означает усреднение по начальным условиям 

(напомним, что при выводе (16.19) предполагалось, что частица 
в начальном состоянии при t-+ - 00 представляет собой плоскую 
волну). 

Полученные выше формулы относятся к излучению 
быстрой частицей в магнитном поле. Этими формулами, 
однако, можно пользоваться и в случае излучения частицей 
в произвольном электромагнитном поле. Действительно, 
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гамильтониан, определяющий взаимодействие частицы с: 
внешнИМ электромагнитным полем, может быть записан в. 
виде 

(16.20) 

где А о (r)-потенциал электрического поля. Тогда функция 

Ч>р (r, t)= <r I e- i )"t'I/1i I р) (16.21) .. 

типа (16.3), построенная с помощью гамильтониана (16.20), 
будет удовлетворять уравнению 

{(i1i ;, -еАоУ _p2_т2+[df, еАоJ}ч>р(r, [)=о. 
Это уравнение отличается от уравнения Клейна-Гордона 
слагаемым [df, еАо ]. При высоких энергиях в квазиклас
сическом приближении этим слагаемым можно, однако, 
пренебречь. 

Действительно, коммутатор [df, еАо] равен 

[df, eAoJ=ine~Ao. 
01 

Последняя же величина при высоких энергиях мала по 
сравнению с df 2. Поэтому при высоких энергиях можно 
считать функцию (16.21) волновой функцией частицы в эле
ктромагнитном поле. С помощью этой функции, согласно 
формуле (16.1), так же как это было сделано выше в случае 
магнитного поля, можно вычислить вероятность излучения. 

Таким образом, при высоких энергиях в квазиклассическом 
приближении формулой (16.19) можно пользоваться для опре
деления вероятности излучения бесспиновой частицы в произ
вольном электромагнитном поле. Формула (16.19) отличается 
от соответствующей формулы (9.27) работы [37], полученной i 
на основе вычисления вероятности излучения (16.1) с исполь-1 
зованием гейзенберговского представления операторов, тем, .'~ 
что в ней содержится усреднение по начальным координатам, 
которое отсутствует в формуле (9.27) работы [37]. 

Выясним теперь условия применимости формулы (16.19). 
С этой целью прежде всего напомним, что формула (16.19) 
справедлива, если энергии начальной и конечной частиц велики 
(Е»т, Е'»т). Это позволяет проводить вычисления входя
щих в матричный элемент величин по обратным степеням 
энергии. Но, кроме того, должны выполняться условия квази
классичности движения частицы во внешнем поле. А именно, 
должны быть малыми слагаемые, отброшенные при решении 
уравнений (16.1 о). 

Легко убедиться, что отброшенные при решении уравнения 
(16.10a) слагаемые имеют порядок малости у-2. Оценим далее 
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порядок малости членов, отброшенных при решении уравнения 
(16.1 Об). Перепишем это уравнение с учетом (16.13) в виде 

d 1 о (о ) in E-/"--C'V 2S)/"=X'--;;-/,.+1i m-+k'V /,.+-О/,.. (16.22) 
~ 2 m ~ 2 

Подставляя в правую часть ~16.22) выражение (16.16) дЛЯ 
ЛО\ находим, что поправка к /.0) имеет вид 

, 

/(1);::::,Е- 1 fdt[X' ~+п (m~+k'V)+in 0J/(O). • ot 01: 2' 
О 

Учитывая, что при высоких энергиях характерные значения 
углов излучения малы, 8 ",т/Е, величину /~l) можно оценить 
следующим образом: 

/(l)",[n1:еП '!..~. nro -2J/(0) 
• Ер;п' Е 01:' Е У • , (16.23) 

где 'teff И Peff-характерНblе значения интервала времени 

t=t-t' и прицельных расстояний (поперечных координат по 
отношению к вектору скорости частицы), вносящие основной 
вклад в излучение. 

В случае излучения частицей в постоянном магнитном 

поле члены с ~eH В (16.23) отсутствуют. При этом по порядку 
величины J,/i )~ынЛО), где ын-частота вращения частицы 
в магнитном поле, и, следовательно, порядок малости от

брошенных слагаемых будет определяться параметром nын/ Е, 
совпадающим с параметром (15.12), полученным Швингером. 

Рассмотрим теперь возможность использования формулы 
(16.19) для описания излучения быстрой частицы в поле 
отдельного атома. Значения прицельных параметров, дающих 
вклад в излучение, в этом случае связаны со значениями 

переданных импульсов, приводящих к излучению, соотношени

ем p~1i/q. Учитывая, что 'teff~2y2/m, находим 

/(l)~[~ ~ ~J/(O) (16.24) 
• Е' nю m 2 •• 

Таким образом, формулой (16.19) можно пользоваться для 
описания излучения частицы в поле атома только при 

малых значениях переданных импульсов, когда выполняется 

неравенство 

(16.25) 

Однако характерные значения переданных импульсов, вносящих 
вклад в излучение частицы в поле атома, как известно, лежат 

в интервале 1iR- 1 ::;q~т. В области q",m неравенство (16.25) 
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не выполняется и следовательно, формулой (16.19), вообще 
говоря, нельзя по~ьзоваться для описания излучения быстрой 
частицы в поле атома. 

Иная ситуация имеет место в случае, когда частица 

в пределах длины когерентности сталкивается с большим 
числом атомов. Тогда связь между р и q определяется 

соотношением q~VXo, где хо= -~ f dzu(r)-фаза рассеяния 
частицы (в случае цепочки N атомов, находящихся в пределах 
длины когерентности, Xo,....NZe 2/v-сМ. § 14), инеравенство 
nт./ Ер 2 «1 при обретает вид 

Е q2 I 
- - -«1. 
nы m 2 x~ 

(16.26) 

При достаточно больших значениях I хо I это неравенство 
может быть выполнено и в области q-m. Поэтому формулой 
(16.19) можно пользоваться для описания излучения частицы 
в веществе, когда в пределах длины когерентности находится 

большое число атомов. 
Заметим, что в веществе величина ХО пропорциональна 

числу атомов на длине когерентности xo-(ZclZе)Zе2, где 
Ze - длина свободного пробега частицы между последователь
ными соударениями с атомами, поэтому неравенство (16.26) 
не нарушается с уменьшением 0). 

§ 17. ИЗJlучеиие фотоиа ЭJlектроиом 
в квазнклассическом приближеиии 

Изложенный выше метод описания· процесса излучения 
с учетом отдачи при излучении основывался на квазиклас

сическом приближении для волновой функции бесспиновой 
частицы во внешнем поле. Этот метод может быть обобщен 
и на случай излучения во внешнем электромагнитном поле 
частицы, обладающей спином, например, электрона или позит
рона. Действительно, матричный элемент процесса излучения 
электрона в первом порядке теории возмущений по взаимодей
ствию с полем излучения определяется формулой (12.2). 
Входящие в эту формулу волновые функции Ч' представляют 
собой решения ураВНf;НИЯ Дирака (9.1). С помощью соотноше
ния (9.2) можно перейти от волновой функции Ч' к функции 
Ф, удовлетворяющей квадрированному уравнению Дирака (9.3). 
Если в последнем уравнении пренебречь взаимодействием типа 
спин-поле, т. е. отбросить слагаемое, пропорциональное а"у' Р"у 

(точность такого приближения обсуждается в работе [37], 
где, в частности, показано, что при движении электрона 

в магнитном поле учет взаимодействия типа спин-поле в урав
нении (9.3) дает добавку порядка еn I н I в квадрат энергии 
и, следовательно, при высоких энергиях с точностью до членов 
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порядка еn I н I Е- 2 не сказывается на движении), то функция 
Ф будет удовлетворять уравнению Клейна-Гордона (9.4). 
В этом приближении входящие в матричный элемент (12.2) 
волновые функции могут быть записаны в виде 

Ч'(r, [)=с(у"Р,,+m) и<р (r, [), (17.1) 

где и-постоянный биспинор и <р (r, t)-волновая функция 
бесспиновой частицы, удовлетворяющая уравнению Клейна
Гордона. 

Подставляя волновую функцию (17.1) в матричный элемент 
(12.2) и поступая далее так же, как это было сделано при 
выводе формулы (16.19) для вероятности излучения бесспиновой 
частицы, получим вероятность излучения электрона во внешнем 

электромагнитном поле с учетом отдачи при излучении 

в квазиклассическом приближении. Мы здесь приведем только 
конечное выражение для вероятности излучения электрона 

в этом случае, просуммированное по поляризациям конечных 

частиц и усредненное по поляризациям начальных частиц: 

dw=~ dЗ: Е2 +Е"fdЗГО {[П' IJ2+ (1;rom)2 III2}, (17.2) 
1;ео 4п 2Е" V Е2(Е2+Е") 

где n - единичный вектор в направлении излучения, V - нор
мировочный объем, 

+00 

{I, I}= f dt{v(t), l}ехР[i~~(t-пr(t))J 
-00 

и г(t)-классическая траектория электрона во внешнем поле 
без учета влияния излучения и спина частицы на траекторию. 

Формула (17.2) обобщает соответствующее выражение клас
сической теории излучения (3.2) на случай, когда существенна 
отдача при излучении. Условия применимости формулы (17.2) 
те же, что и условия применимости формулы (16.19), от
носящейся к бесспиновой частице. 

Заметим, что формулы для спектральных плотностей из
лучения спинорной и бесспиновой частиц, вообще говоря 
различны. Различие проявляется в слагаемых порядка (nю/ Е) 2 
и выше. Первые же члены разложения вероятностей излучения 
спинорной и бесспиновой частиц по параметру nю/Е совпадают. 

В формуле (17.2) может быть выполнено интегрирование 
по телесному углу излученного фотона: 

dw_e 2 Е2 +Е"fdзrОR fd d -iЕ(f)~IЕ' --- --- -- е [.е х 
deo 7t 2ЕЕ' V 

. Е 

{ ( ) () (1;rom) 2 } sшk Е' Ir(I+.}-r(I)1 
х v t +. v t - 1 + ---''-----'--

Е2(Е2+Е,2) Ir(t+.)-r(t)1 
(17.3) 
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Характерные значения углов рассеяния быстрой частицы 
на длине формирования излучения малы, поэтому в (17.3) 
может быть выполнено разложение по этим углам. Восполь
зовавшись с этой целью преобразованиями § 3, находим, что 

dll' е 2 Е2 +Г' т 2 fdЗГО R fd fd' -iЕ(J)t/Е' -=------ - е t -е х 
dm 1t 2ЕГ Е2 V , 

Х(I+ Е22э2 (-r)_ 112ю2 )SinkE,x 
2т Е2+Г' Е 

т т 

Х {v.-~ f dt'Э 2 (1')+ ;, (f dt'Э(t')У}, (17.4) 

о о 

где Э(.)-угол рассеяния на интервале времени (t, t+.). 
При nФ« Е' это соотношение переходит в соответствующий 

результат классической теории излучения (3.6). 
Приведенные выше формулы являются общими и не зависят 

от того, в каком поле происходит излучение электрона. 

Требуется только, чтобы энергия частицы была велика и чтобы 
движение электрона во внешнем поле можно было трактовать 
в терминах классической механики. 

Если электрон движется по окружности в магнитном поле, 
то, согласно (17.4) и (5.8), вероятность излучения, отнесенная 
к единице длины, имеет вид 

00 

I dw 2е 2 т 2 Е2 +Е,2 fd' 
--=------ -х 
т dro 1t Е2 2ЕЕ' , 

о 

(17.5) 

Эта формула путем простых преобразований может быть 
записана через функцию Эйри (41-43]: 

00 

I dw е 2т 2 ~ {f 2 ~2) } - -= --- - dх'Ф(х')+-(I+-- Ф'(х) , 
т dm t,mE..,Гтr I+~ х 2(1+~) 

(17.6) 

х 

где ~=nФ/Е', х=(~/х)2/З и Х=(nФН/Е) уЗ. 
Формула (17.6) обобщает соответствующий результат клас

сической теории синхротронного излучения (5.8) на случай, 
когда существенны эффекты, связанные с отдачей при излуче
нии. В классическом пределе (17.6) переходит в формулу (5.8). 
Первая квантовая поправка, связанная с отдачей, совпадает 
с соответствующим результатом Швингера (15.21). 
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ГЛАВА 3 

РАДИАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ПРИ ВЫСОКИХ 

ЭНЕРГИЯХ В АМОРФНОЙ СРЕДЕ 

§ 18. Параметры, характеризующие радиационные процессы 
при высоких энергиях в аморфной среде 

В предыдущих параграфах мы изучали радиационные 
процессы, про исходящие при взаимодействии частиц высоких 
энергий с отдельными атомами. Теперь мы перейдем к изуче
нию этих же процессов в материальных средах. 

Среда оказывает влияние на радиационные процессы как 
в области малых, так и в области сколь угодно больших 
энергий частиц. Влияние среды в области малых энергий 
описывается двумя материальными константами - диэлектри

ческой проницаемостью и магнитной проницаемостью (в общем 
случае эти величины представляют собой тензоры). Они 
описывают модификацию полей заряженных частиц в среде, 
обусловленную влиянием микрополей отдельных атомов. В об
ласти высоких частот эти тензоры мало отличаются от 

единицы. Однако влияние среды остается и при сколь угодно 
больших энергиях. Как мы уже отмечали, это связано с тем, 
что в области больших энергий радиационные процессы, такие 
как упругое рассеяние, излучение и образование электронно
позитронных пар, происходит на больших расстояниях вдоль 
импульсов частиц. В пределах. этих расстояний (длин когерен
тности) частица может столкнуться с большим числом атомов, 
поэтому, по сути дела, должно учитываться взаимодействие 
частицы со всеми атомами, находящимися в пределах длины 

когерентности. Это относится как к аморфным, так и к кристал
лическим средам. Мы начнем с излучения радиационных 
процессов в аморфной среде. 

Основными параметрами, определяющими радиационные 
процессы в аморфной среде, являются длина когерентности 
1, длина свободного пробега быстрой частицы в веществе lе' 
радиационная длина L R (LR определяется формулой (20.10)) 
и, конечно, толщина мишени L. 

Длина когерентности быстро растет с ростом энергии 
частицы и при больших энергиях может иметь макроско
пические размеры. При этом могут выполняться различные 
соотношения между длиной когерентности и длиной свободного 
пробега частицы в веществе между ее последовательными 
столкновениями с атомами, а также между длиной коге
рентности и толщиной мишени. В зависимости от этих 
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соотношений будут проявляться различные эффекты во вза-· 
имодеЙствии. 

В простейшем случае, когда длина когерентности мала по 

сравнению с длиной свободного пробега и, кроме того, 
толщина мишени достаточно мала, так что при прохождении 

частицы через среду вероятность интересующего нас процесса 

будет мала по сравнению с единицей, вероятность этого 
процесса может быть связана с сечением взаимодействия 
частицы с отдельным атомом среды dcro соотношением 

dw=Ln dcro, (18.1) 

где n-плотность атомов. Взаимодействие частицы с различ
ными атомами среды в этом случае происходит независимо. 

С ростом толщины мишени вероятность W растет. Если 
эта вероятность станет сравнима с единицей, то формула 
(18.1) теряет свою силу. При этом необходим учет многократ
ных процессов во взаимодействии. Так, если толщина мишени 
L превышает длину свободного пробега частицы в аморфной 
среде le= 1/nае , где crе-полное сечение упругого рассеяния 
частицы атомом, то при изучении упругого рассеяния необ
ходим учет многократного рассеяния. Если же толщина мишени 
будет сравнима с радиационной длиной Lю то необходим 
учет потерь энергии частицей в веществе на излучение 
и процессы, связанные с каскадным размножением частиц. 

Эти процессы будут рассмотрены в гл. 9 и 10. В настоящей 
же главе будет рассмотрено взаимодействие быстрых частиц 
с аморфной средой в случае, когда толщина мишени мала 
по сравнению с радиационной длиной, 

L«LR • (18.2) 

Ниже будет показано, что даже при выполнении условия 
(18.2) среда может оказать значительное влияние на такие 
процессы, как излучение и образование электронно-позитронных 
пар, в результате чего вероятности этих процессов в веществе 

будут существенно отличаться от соответствующих вероят
ностей, определяемых формулой (18.1). Влияние среды на эти 
процессы имеет место в случае, когда частица в пределах 

длины когерентности сталкивается с большим числом атомов, 
и связано с различными интерференционными эффектами во 
взаимодействии. 

Для того чтобы разъяснить, в чем здесь дело, приведем 
простые оценки спектральной плотности излучения ультраре
лятивистского электрона в веществе в случае, когда 1» 'е' 
т. е. когда электрон в пределах длины когерентности стал

кивается с большим числом атомов. Воспользуемся с этой 
целью соотношениями (4.7) и (8.9), определяющими по порядку 
величины длину когерентности и спектральную плотность 

излучения быстрой частицы в веществе. Входящий в эти 
формулы квадрат угла рассеяния в рассматриваемом случае 
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представляет собой квадрат угла многократного рассеяния 
электрона в среде на длине когерентности. Эта величина 
линейно растет с расстоянием s, проходимым электроном 

в веществе: :)2 =qs (см. формулу (20.11», поэтому согласно 
(4.7) при малых и больших углах рассеяния 

У 2.9 2 «1 1 , 

у2.91» 1. 

Используя эти соотношения для 1, находим, что 

dt! ~{~e: y2 qL, 
dro е 2 г----::--

-; J2 my 2 q L, 

YZ.9 Z«1 1 , 

(18.3а) 

(18.3б) 

(18.4а) 

(18.4б) 

Первая из этих формул совпадает с логарифмической 
точностью с формулой Бете и Гайтлера, в которой не 
учитывается влияние многократного рассеяния на излучение: 

dt!BH = Lnm dcrBH (18.5) 
dro dro ' 

где dcrвн/dm-сечение излучения быстрой частицы в поле 
отдельного атома (12.18) при ш«Е. 

Вторая формула соответствует случаю, когда многократное 
рассеяние оказывает существенное влияние на излучение. Срав-

нивая эту формулу с (18.5), находим, что при yZ.91» 1 

dt! d,cBH -«--. 
dro dro 

(18.6) 

Таким образом, мы видим, что из-за многократного 
рассеяния происходит уменьшение длины когерентности, что 

приводит , В свою очередь, к подавлению излучения. Эффект 
возникает в случае, когда среднее значение квадрата угла 

многократного рассеяния на длине когерентности .91 превышает 
квадрат характерного угла излучения релятивистского элект

рона е Z '" у - 2. На этот эффект обратили внимание Ландау 
и Померанчук [1]. 

Соотношения (18.4) показывают, что характер излучения 

быстрой частицы в аморфной среде изменяется при у 2 .9 1 '" 1, 
т. е. в области энергий электронов Е и частот излученных 
фотонов ф, удовлетворяющих условию 

(18.7) 

Так как m Z E s- Z ~ 1/1600 (см. формулу (20.12», то характерные 
значения длин когерентности, на которых происходит изменение 

характера излучения, малы по сравнению с радиационной 
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длиной 1« L R и, следовательно, эффект может про являться 

при L«LR·. 
Приведенные выше оценки справедливы в области малых. 

частот излученных фотонов оо«Е. Формула (17.4), однако, 
показывает, что эти оценки по порядку величины справедливы·· 

и при оо~Е. 
Если в (18.4) перейти с помощью соотношения 

dS=Lnоо dcr 

от интенсивности к сечению излучения и в последнем выраже

нии сделать замены, соответствующие переходу к сечению· 

процесса образования электронно-позитронных пар (см. § 12), ... 
то придем при Е + '" Е _ '" 00/2 к следующим оценкам для 
сечения этого процесса: .~ 

J y 2 9i« 1, 

y29i» 1. 

(18.8а) .t 

(18.8б) i 

Формулы (18.8) показывают, что эффект, аналогичный 
эффекту подавления излучения быстрых частиц в аморфной 
среде, имеет место и в процессе образования пар фотонами 

высоких энергий в веществе. Действительно, при y29~« 1 
согласно (18.8а) 

где dcr:П/dЕ+ -сечение образования ~ы фотоном в поле 
изолированного атома (12.21). При y29~» 1 согласно (18.8б) 
имеем 

dcr ± dcr;' -«--. 
dE+ dE+ 

Заметим, что условия, при которых происходит изменение 
характера образования пары в аморфной среде, выполняются 
при значительно больших энергиях частиц, чем условия, при 
которых происходит изменение характера излучения быстрой 
частицы в веществе. Связано это с тем, что длина когерен
тности процесса образования пары 1+ =2Е+Е_/m 2 оо достигает 
максимальной величины 1+ = оо/2m 2 при Е + ~ Е _ '" 00/2. В процес
се же излучения длина когерентности 1=2Е(Е-оо)/m 2 ro 
содержит дополнительный множитель Е/ro, который в 
области малых частот значительно увеличивает длину когерен
тности. 

Приведенные выше соотношения относились к случаю, 
когда длина когерентности 1 мала по сравнению с толщиной 
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r 
мишени L. При достаточно высоких энергиях, однако, может 
быть выполнено и обратное неравенство. Взаимодействие 
частицы с мишенью в этом случае должно рассматриваться, 

как с единым объектом (см. § 26). 

§ 19. Влияние поляризации среды на излучение 

Длина когерентности 'с=2у2/О) растет с уменьшением ча
стоты излученного фотона. Этот рост, однако, не является 
пеограниченным. В области малых энергий фотонов становятся 
существенными поляризованные эффекты, благодаря которым 
происходит модификация окружающего электрон поля, что, 
в свою очередь, приводит к уменьшению длины когерентности 

и к подавлению интенсивности излучения. 

Модификация поля частицы в среде описывается диэлект
рической проницаемостью 1> (W), которая в области высоких 
частот мало отличается от единицы [2 ], 

(19.1) 

где wp = J 41tnZe 21т - плазменная частота. 
Подставляя эту величину в (4.6), приходим при малых 

углах рассеяния к следующему уравнению для длины когерен

тности: 

2~2цт, е) [1 + y:~; +у 2 Эг +у 2 8 2 ] '" 1. (19.1) 

При у 2Э1« 1 имеем 

1('" е)- 2y 2jro (193) UJ, -1+yl{j2+ y 2 ro;ro 2' . 

Т аким образом, длина когерентности быстро растет с умень
шением т, достигая максимального значения при 

(19.4) 

При дальнейшем уменьшении частоты эта длина быстро 
уменьшается. 

Покажем, как этот эффект отразится на излучении быстрой 
частицы в веществе. Для простоты рассмотрим вначале случай, 
когда угол рассеяния на длине когерентности достаточно мал, 

так что выполняется условие тlЭг« 1. Тогда в формуле (3.10) 
может быть выполнено разложение по углу рассеяния. В резуль
тате находим, что в первом приближении такого разложения 
при EV 2 < 1 

ос; 

dtff = e 2 k fdV [1-2~ (l-~)J IW(V)\2, 
dro 21t v2 V V 

(19.5) 

Б 
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где /; ~ro (1-vJ.) и W (v) -фурье-компонента ускорения части-t 
цы (5.3). Переменная V связана с углом излучения е в формуле;j 
(3.9) соотношением v=ffi-kv. В области частот ffi~УФр BXO-j 

дящая в (19.5) величина Б равна 1 

8=~ (1 + У2ОО~). (l9.6)~ 
2у 2 002 

При больших энергиях излучение разыгрывается на длине, 

вдоль импульса частицы, значительно превосходящей размер 
атома, поэтому величина IW (v)1 2 может быть записана в виде. 

(19.7) 
n.' 

где ЭN - угол рассеяния при столкновении с n-м атомом 
и (n-момент времени, когда произошло столкновение. 

В аморфной среде столкновения частицы с различными ато
мами случайны, поэтому входящая в (19.5) величина IW (v)1 2 

должна быть усреднена по положениям атомов в среде. При 
столкновении с атомом, находящимся в точке rn=(pn, Zn)' угол 
рассеяния равен 

(19.8) 

-а:; 

где рn-прицельный параметр и u (r)-потенциальная энергия 
взаимодействия частицы с атомом. Подставляя это соотноше
ние в (19.5), получим после усреднения по Рn И интегрирования 
по v следующее выражение для спектральной плотности 
излучения: 

(d8) (d8) ] 
doo = doo 02y2(1-V~)' 

(19.9) 

Здесь первый множитель представляет собой обычное 
выражение для спектра излучения быстрой частицы в аморфной 
среде в области малых частот без учета многократного 
рассеяния и поляризации среды: 

(d8) =2е2nLу2fd2рЗ2(р). (19.10) 
doo о 31t 

в случае, когда потенциал атома представляет собой эк
ранированный потенциал Кулона (7.5), входящий в (19.10) 
интеграл расходится в области малых значений р. Из условия 
применимости формулы (19.5) уЗ;;:; 1 вытекает, что интег
рирование по р в (19.10) должно быть ограничено значением 
Pmin '" 2Ze2 1т. Квантовые эффекты при излучении, однако, 
проявляются при Р "" m -1, т. е. на расстояниях, больших, чем 
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2Ze 2 jm, поэтому Pmin должно быть положено равным m - 1 

[3]. При этом величина (dlffjdю)о с логарифмической точностью 
совпадает со спектром излучения, даваемым формулой Бете 
й Гайтлера (18.5). 

Второй множитель в (19.9) описывает влйяние поляризации 
среды на излучение. В области частот Ю"'УЮр формула (19.9) 
при обретает вид 

(dtff)=(dtff) (1+y2m;)-1 
dm dm о ы2 

(19.11) 

Эта формула показывает, что в области частот ю;5уюр 
поляризация среды приводит к значительному подавлению 

интенсивности излучения электрона в аморфной среде. Влияние 
поляризации среды на излучение ультрарелятивистского эле

ктрона в аморфной среде впервые было установлено Тер
Микаеляном [4]. 

§ 20. Многократное рассеяние быстрых заряженных 
частиц в аморфной среде 

В § 18 было показано, что многократное рассеяние может 
оказать cyuцeCTBeHHoe влияние на излучение ультрарелятивистс

кого электрона в аморфной среде, и приведены условия 
возникновения эффекта. Полученные результаты, однако, но
сили оценочный характер. Прежде чем переходить к количест
венной теории этого эффекта, изложим основные результаты 
теории многократного рассеяния быстрых заряженных частиц 
в BeuцeCTBe. 

Рассмотрим вначале одномерную задачу (предполагается, 
что пучок падает на мишень вдоль оси z). С этой целью 
введем функцию распределения 1(3, z) для числа частиц 
с направлением движения 3 на глубине z их проникновения 
в среду и рассмотрим изменение этой функции с увеличением 
координаты z. Потерями энергии частицы в BeuцeCTBe будем 
пренебрегать. 

Учитывая, что в аморфной среде столкновения частицы 
с различными атомами являются случайными и что при 
высоких энергиях характерные значения углов ее рассеяния 

при столкновении с каждым атомом малы, 3« 1, находим, 
что кинетическое уравнение для функции f(3, z) имеет вид [5, 6] 

~f(3, z)=nfdcr(X)[/(3+X, z)-f(3, z)], 
dz 

(20.1) . 

где 3-двумерный вектор, лежаuций в плоскости, ортогональ
ной оси z, и характеризующий угол рассеяния частицы 
относительно оси z (рис. 3.1), d cr (х) - сечение упругого рас
сеяния быстрой частицы отдельным атомом среды на угол 
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Рис. 3.1. Многократное рассеяние быстрой 
частицы в аморфной среде 

х. в случае экранированного, 

потенциала Кулона сечение 
da (х) имеет вид 

где q>-азимутальный угол ве
ктора 1.. 

Функция f(Э, z) нормирована условием 

Кинетическое уравнение (20.1) определяет баланс частиц, 
причем первое слагаемое в правой части этого уравнения 
определяет число частиц, приходящих в направление 3 из 
направления 3 + 1., а второе слагаемое определяет число частиц, 

уходящих вследствие рассеяния из направления 3. 1"':.:" 

Решение уравнения (20.1), удовлетворяющее граничному 
условию 

f(Э, )=8(3), 

было получено в работах [5, 6]. Это решение удобно пред
ставить в виде 

f(Э, L)= J d2 pexp {ipp3+nL J da(x) [l-Jо (РРХ)]}, (20.3) 

где р=(х, у)-двумерный вектор координат х и у в плоскости, 
ортогональной оси z, и р-импульс частицы. 

Если толщина мишени достаточно мала, так что выпол-
няется условие 

nLae « 1, (20.4) 

где (Те-полное сечение упругого рассеяния частицы отдельным 

атомом (в случае экранированного потенциала Кулона 
a e =41tZ2 e4 R 2 ), то в (20.3) может быть выполнено разложение 
по L. В первом приближении такого разложения при Э =1= О 

f(Э, L)=nL d2cr~3). 
d3 

(20.5) 

Эта формула совпадает с формулой (18.1) для вероятности 
процесса упругого рассеяния, справедливой в случае, когда 
можно пренебречь многократным рассеянием частицы в вещест
ве. Неравенство (20.4) фактически представляет собой условие 
на толщину мишени L«le' где 'е= ljnae, при котором 
многократное рассеяние отсутствует. 
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С ростом толщины мишени условие (20.4) нарушается. 
При этом формула (20.5) теряет свою силу и распределение 
частиц по углам должно определяться по формуле (20.3). 

Рассмотрим еще один важный предельный случай, при 
котором формула (20.3) существенно упрощается. С· этой 
целью заметим, что характерные значения р, дающие главный 
вклад в интеграл по р в (20.3), по порядку величины равны 
p~ l/p~. Если при таких значениях р аргумент функции Бесселя 
Jo(PPX) будет мал в области углов Х, дающих главный вклад 
в интеграл по Х в (20.3), то функцию Бесселя можно разложить: 

Jo(pPX)~ 1-~(ppx)2 + ... 
Сохраняя два первых члена разложения, 
интегрирования по р в (20.3) следующее 
функции распределения: 

f(~, L)= 4п ехр (_ а2 ), 
а2 а2 

где 

Легко про верить, что 

получим после 

выражение для 

(20.6) 

(20.7) 

(20.8) 
Таким образом, в рассматриваемом случае распределение 

частиц по углам является гауссовым со средним квадратом 

угла рассеяния, определяемым соотношением QO.7). 
Характерные значения 92 в gO.8) порядка 92. Подставляя 

это значение Э2 внеравенство х2 «Э2 , определяющее условие 
применимости формулы (20.6), находим, что эта формула 
справедлива, если 

(20.9) 
т. е. если частица в веществе сталкивается со многими атомами. 

Заметим, что интеграл по Х в (20.7), вообще говоря, 
логарифмически расходится в области больших углов рас-

сеяния. Поэтому при вычислении ~2 необходимо проводить 
обрезание этого интеграла. Значение Хmах может быть 
определено из условия применимости формулы (20.6): 
Хтах ~ yIЭ.2. При больших энергиях необходимо учитывать 
также размеры ядра атома. Величина Хmах при этом 
будет определяться дифракционным углом Xmax,....,l/pRn, где 
Rn ~ размер ядра атома. В случае экранированного потенциала 
Кулона тогда имеем 

Э2 = 21tllnZ2 е4 L, 

где ll=In(pRXmax) и Хmах=miп(JЭ2 , (pRn)-l), 
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Перепишем это соотношение в форме, принят ой в каскадной( 
теории. Для этого будем измерять толщину мишени L в ради-~ 
ационных длинах L R : : . ., 

L R 1 = 4Z2
:

6 n In (1832 -1{3). 
т 

(20.10): : 

Значения L R для некоторых веществ приведены ниже: 

С Si Ge W РЬ воздух вода 

14,7 10,2 2,35 0,33 0,26 30000 33,9 

Цифры здесь соответствуют значениям L R в сантиметрах. 
Тогда 

Э2 = Е; ЦЕ2 LR , (20.11) 

где Е; = 4n . 137· т 2 [In (ERXmax)/2In (1832 -1/3)]. 
При Хтах"" l/pRn выражение в квадратных скобках близко 

к единице, так что 

Формула (20.6) мож:;:::~1:70::~ена также путем (::~~~ 1 •. : 
средственного решения некоторого дифференциального урав
нения, вытекающего из уравнения (20.1). А именно, если ~1 
характерные значения углов рассеяния частицы в веществеJ 

Эеff будут велики по сравнению с характерными значениями:! 
углов рассеяния Xeff при столкновении с отдельным атомом, 

то в уравнении (20.1) может быть выполнено разложение 
функции / (Э + Х, z) по Х. Сохраняя первый неисчезающий член 
разложения в (20.1), приходим к следующему дифференци
альному уравнению для функции /: 

d 1 д 2 
-j(Э z)=-q-j(3 z) 
dz ' 4 дЭ2 ' , 

(20.13) 

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию 
/(3,0)=&(3), имеет вид (20.6). 

Полученные выше результаты относились к одномерной 
задаче, когда функция распределения зависела только от углов 
рассеяния и глубины проникновения частицы в среду z. 
Рассмотрим теперь распределение частиц в веществе по всем 
координатам и по углам. С этой целью введем функцию 
распределенияj{Э, с; t) для числа частиц со скоростью v в точке 
r в момент времени t и исследуем поведение этой функции 
с глубиной проникновения частиц в среду. 

Функция j(v, с; t) удовлетворяет следующему кинетическому 
уравнению [7 ]: 

?[+(y~)/=n J dcr(v' -у) [j(v', с; t)-/(v, r; t)], (20.14) 
дс ar 
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где dcr(v' -v)-сечение упругого рассеяния частицы атомом, 
при котором ее скорость изменяется от v к v' (при этом 
рассеяние происходит на угол 3 = 2 arcsin (1 v' - v 1/2v ». 

в стационарном случае, когда значение f от времени не 
зависит, для малых углов рассеяния уравнение (20.14) может 
быть записано в виде 

!... f(3, r)+(9<7 )f(3, r)= 
Jz ор 

=; f dcr (х)[f(З+ Х, r)-f(3, r)J, (20.15) 

где р-радиус-вектор в плоскости, ортогональной скорости 
падающей частицы, 3 - угол ее рассеяния. 

При выполнении условия nLcre » 1, как отмечалось выше, 
происходит многократное рассеяние частицы в веществе, при 

котором характерные значения углов рассеяния 3 велики по 
сравнению с характерными значениями углов Х рассеяния 

частицы на отдельных атомах. Интегро-дифференциальное 
уравнение (20.15) в этом случае может быть сведено к сле
дующему дифференциальному уравнению для определения 
функции f(3, р, z): 

8! ( 8) 1 82 -+ 3- f=-q-f 
Jz др 4v д~2 

(20.16) 

Решение последнего уравнения, удовлетворяющее гранич
ному условию 

f(3, р, О) = 8 (3) 8 (р) (20.17) 

и условию нормировки 

J d2 рd2 3f(Э, р, z)= 1, 

имеет вид 

f= 12 ехр {- 4 (32+ зр2_ з vS)}. 
1t2L2(~2)2 ~2 L 2 L 

(20.18) 

Эта формула получена Ферми (вывод приведен в [8 ]) .. 
Про интегрировав выражение (20.18) по р придем к распределе
нию частиц по углам на глубине L, определяемому соотноше
нием (20.6). 

Формула (20.18) позволяет определить среднее значение 
смещения частицы в плоскости (х, у), ортогональной оси 
z в зависимости от глубины проникновения частицы в среду. 
Домножив с этой целью f(3, р, z) на р2, получим после 
интегрирования по р и 3: 

(20.19) 
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§ 21. Эффект Ландау-Померанчука I 
ПереЙдем теперь. количественной теории влияния мно.1 

гократного рассеяния на излучение ультрарелятивистской части- j 
цы в аморфной среде. В § 19 было показано, что если .. ~ 
квадрат угла рассеяния электрона в пределах длины когерен- ~1 
тности мал по сравнению с квадратом характерного угла eгo,~ 

излучения 82 "" "1 - 2, ТО при Е = 1 спектр излучения электрона 'j 
в аморфной среде с логарифмической точностью совпадает .'.~ 
с соответствующим результатом Бете и Гайтлера (l8.5),·~ 
в котором влияние многократного рассеяния на излучение не,.' 

учитывается. Иными словами, в этом случае MHOГOKpaTHoe.~ 
рассеяние не сказывается на излучении электрона в веществе. 

С ростом энергии частицы растет длина когерентности 
lс = 2у2/т. Растет при этом и среднее значение квадрата угла, 
ее рассеяния на длине lс, так что при достаточно больших·· 
Е условие применимости формулы (19.9) нарушается. Процесс· 
излучения электрона в BerцecTBe в этом случае требует 
специального исследования. 

Заметим, что ~ществует большой интервал энергий, в ко-. 

тором условие у2 31« 1 нарушается в области малых энергий: 
фотонов т« Е, поэтому вопрос о влиянии многократного, 
рассеяния на излучение может быть рассмотрен в рамках 
классической элеКТQ2P.инамики. 

Если условие у2 31« 1 не выполняется, то для определения 
спектра излучения необходимо пользоваться общей формулой: 
(3.6). Эта формула должна быть усреднена по случайным 
значениям углов рассеяния частицы в веществе (случайность 
связана с хаотическим расположением атомов в аморфном' 
теле). Точное проведение усреднения затрудняется тем, что' 
угол рассеяния входит в спектральную плотность излучения 

(3.6) под знаком синуса. Ландау и Померанчук, имея в виду. 
получение оценок при у2 31 ~ 1 предложили [1] заменить' 
среднее значение синуса синусом от среднего значения вели-: 

чины. Учитывая при этом, что 
! t 1 

<S d'tЗ;)=<З!J d'tЗт)=-qtltl, 
t о О 2 

<О d't~Ц2)=~qltI3 
О 3 

(где Эt-угол рассеяния на интервале времени (О, t) и q-, 
среднее значение квадрата угла рассеяния частицы на единице 

длины), приходим к следующей формуле для усредненного. 
значения спектральной плотности излучения: 

00 

(dtS') е2юL fd'(l 1 2 )' [(1) 1 2] - =-- - +-"1 q't sш -v m't+-mq't . 
dю пу2 1: 2 12 

(21.1). 

о 
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Влияние поляризации среды на излучение здесь не учитывается, 
т. е. полагается 1::(0))= 1. 

Формула (21.1) отличается множителем перед знаком синуса 
от соответствующей формулы работы [l] (см. обзор 12.]). 

В интересующем Ландау и Померанчука случае у2Эl» 1 
можно пренебречь под знаком синуса слагаемым, пропорци
ональным 1'. При этом формула (21.1) при обретает вид 

< drff\=rf}~p=L е2 jзmq . 
doo/ 2 2n 

(21.2) 

Сравнение этой формулы с результатом Бете и Гайтлера 

(18.5) показывает, что при выполнении условия у2 Эl» 1 

rf}~p« rf}BH' 

Таким образом, при у2 Эl» 1 многократное рассеяние сущест
венно изменяет спектр и~чения электрона в веществе по 

сравнению со случаем у2 Эl« 1. 
Формула (21.2) только числовым множителем отличается 

от соответствующего предельного случая точной формулы 
(22.9), полученной Мигдалом [10]. Несмотря на то, что 
соотношения (21.1) и (21.2) носят оценочный характер, пред
ложенный Ландау и Померанчуком вывод вскрывает существо 
эффекта - эффект обусловлен искривлением траектории части
цы в аморфной среде в пределах длины когерентности, 
связанным с многократным рассеянием. 

Действительно, согласно (20.19) среднее смещение траек
тории частицы в поперечной плоскости, связанное с многократ
ным рассеянием, растет со временем по закону 

р", 13/2. (21.3) 

Этому смещению соответствует некоторое среднее ускорение 
частицы в среде 

(21.4) 

Если же частица движется ускоренно, то она излучает. Спектр 
излучения, соответствующий данному ускоренному движению, 
и определяется формулой Ландау и Померанчука (21.2). 

Отметим в этой связи, что многократному рассеянию 
соответствует, строго говоря, некоторая ломаная траектория. 

Для оценки же спектральной плотности излучения при у2 Э 1 » 1 , 
как мы видели, эта ломаная кривая может быть заменена 
плавной траекторией. Переход от ломаной кривой к плавной 
фактически и производится в рассмотренном Ландау и По
меранчуком случае. Эту плавную траекторию обычно принято 
называть фракталью (см., например, [11 ]). 
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Изложенный выше метод оценки спектра излучения быстро, 
частицы в веществе позволяет также установить определен 

аналогию между эффектом Ландау и Померанчука и синхрот 
ронным излучением. Действительно, Ka~ мы видели, эффе' 
Ландау и Померанчука связан с кривизнои траектории частицы~ 

обусловленной многократным рассеянием. Синхротронное ж ' 
излучение связано с кривизной траектории частицы, обуслов;' 
ленной внешним магнитным полем. В обоих случаях спект
ральная плотность излучения может быть представлена в виде, 
интеграла по времени т; (см. формулы (5.8) и (21.1» и Mbt: 
можем непосредственно сравнить формулы, описывающие эти': 
эффекты. ' 

В случае эффекта Ландау и Померанчука под знаком синуса 
в (21.1) входят слагаемые, пропорциональные т; и т;2 В случае же 
синхротронного излучения входят слагаемые, пропорциональ-, 

ные т; и т;3. В обоих случаях в области достаточно малых частот, 
линейные слагаемые по т; в осциллирующих множителях могут' 
быть опущены. При этом в аморфной среде спектр излучения: 
определяется соотношением (21.2), а в магнитном поле - соот- ' 
ветствующей асимптотикой соотношения (5.8). Таким образом, 
в обоих случаях с уменьшением ro интенсивность излучения· 
уменьшается. Законы этого уменьшения, однако, различны,' 
поскольку под знаком синуса в формуле синхротронного 
излучения входит слагаемое с т;3, а в формуле Ландау 
и Померанчука - слагаемое с т;2. В свою очередь, это различие' 
в степенях т; связано с различием кривизн траекторий, обуслов- , 
ленных магнитным полем и многократным рассеянием. , 

'! 
§ 22. Учет влияния многократного рассеяния ~ 

на нзлученне методом кинетического уравнення , 
1 

в методе Ландау и Померанчука для получения среднего,: 
значения спектральной плотности излучения ультрарелятивистс- ! 
кого электрона в аморфной среде среднее значение от синуса '; 
заменялось синусом среднего значения. Такая замена, однако, 
пригодна только для получения оценочных результатов. Суще- " 
ствует два метода, позволяющих развить строгую количест

венную теорию эффекта Ландау и Померанчука-метод ки
нетического уравнения и метод функционального интегрирова
ния. Начнем с изложения первого метода, принадлежащего 
Мигдалу [10, 12]. 

Будем исходить из формулы (3.2) для спектрально-угловой 
плотности излучения и представим ее в виде 

+00 00 

~=~ Re f dt fdТ:[k v] [k v']е-iфt+ik(r'-rj 
dro dcr 21[2 " , 

-00 о 

где r=r(t), r'=r(t') и ro=lkl. 
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Задача состоит в усреднении этого выражения по всем 
возможным траекториям частицы в веществе, т. е. в определе

нии величины 

К= ([k, у'] [k, v J exp(ik(r' -r))), (22.2) 

где угловые скобки служат для обозначения усреднения. 
Введем две вероятностные функции: 11 (r, у; t)-вероятность 

значения координаты r и скорости v в момент времени 

t и 12 (r', у'; r, у; 1)-вероятность значений r' и у' в более 
поздний момент времени t + "С при условии, что эти величины 
в момент времени t имеют значения r и У. Тогда величина 
К может быть представлена в виде 

К=fd3Г'd3V'd3гd3vеik(r'-r)[k, V]'[k, v']/1 '12' (22.3) 

Вероятностные функции 11 и 12 определяются кинетическим 
уравнением (20.14) и удовлетворяют следующим начальным 
условиям: 

11 (r, у; O)=8(r)8(v-vo), 
12 (r', у'; r, у; O)=8(r-r')8(v-v'), 

где уо - начальная скорость. 

Из кинетического уравнения и начальных условий следует, 
что 12 зависит только от разности координат (r' -r). В формулу 
(22.3) входит фурье-образ величины 12: 

А(у', У; 1)= J d(r'-r)eik(r'-r~2(r', у'; r, у; '[), 

поэтому (22.3) можно переписать в виде 

K=Jd3rd3vd3v'[k, V]'[k, v']/1 (r, у; ()А(у', у; 1). (22.4) 

Используя фурье-преобразование функции распределения 12' 
приходим к следующему уравнению для А: 

a;;-ikv'J;.=n fda(vII-v')[J;.(vII, У; "C)-J;.(v', У; "С)], (22.5) 

причем Ik(V', У; о)=о(у-у'). Решение этого уравнения теперь 
составляет нашу главную задачу. 

Характерные значения углов рассеяния и излучения реля
тивистской частицы в веществе малы, поэтому в (22.5) может 
быть выполнено разложение по этим углам. Удобно отсчиты
вать углы относительно направления движения фотона п. 
В приближении малых углов справедливы следующие соот
ношения: 

V ~ v ( 1 - ~ 92) n +.9, 9 « 1, 

V'~V(1-~9'2)n+.9" 9'«1. 
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Подставляя эти соотношения в уравнение (22.5) и сохраняя: 
два первых члена разложения входящих в (22.5) величин п() 
углам, приходи м к уравнению Фоккера - Планка 

o-h 'k (1 l n '2). 1 02. --[ V --17 Jk=-q-Jk 
01: 2 4 0[)'2 

(22.6): 

С начальным условиемА(9', 9; 0)=0(9-9'), где q определяется· 
соотношением (20.13)"1 

Решение уравнения (22.6) следует искать в виде " 

fk(9', 9; '"С) = ехр (ct9,2 +~ЭЭ'+l1), •. 
где ct, ~ и l1-некоторые функции, зависящие от 't и 9. МЫt 
не будем здесь приводить подробностей решения уравненияi 
(22.6). Этот вопрос хорошо изложен в работах [3, 13]. . 

Решение должно быть, очевидно, подставлено в формулу 
(22.4). В результате, после интегрирования по углам излучения, 
получим формулу Мигдала [10] для спектра излучения быстрой 
частицы в аморфной среде 

(22.7) 

где (dS/dro)o=e 2 qLj3tc(1-v)-спектр излучения без учета мно-, 
гокра тного рассеяния, s = 1/2 (1 - v) JO)jq и Ф м (s) - функция,., 
учитывающая влияние многократного рассеяния на излучение:, 

00 

Фм(s)= 24s 2 (f dxcthxe -2sx sin 2SX-~). (22.8)1 

о ' 

Рассмотрим два предельных случая формулы (22.8). 
Если s> 1, то ФМ ~ 1. Этот случай соответствует малым: 

энергиям частиц и большим частотам излученных фотонов. При 
этом многократное рассеяние не оказывает влияния на излучение .. 

При малых значениях s функция Фм~6s и выражение для' 
<dSjdro> приобретает вид 

(dlf) е2 r::: - =L-yroq. 
dm 1t 

(22.9) ~ , 

Эта формула только числовым множителем отличается от, 
оценочного результата Ландау и Померанчука (21.2). ' 

При произвольных значениях s график функции ФМ (s) 
представлен на рис. 3.2. :~ 

Мы видим, что изложенный метод кинетического уравнения.; 
позволяет не только уточнить коэффициент в формуле 
Ландау и Померанчука, но и описать промежуточную область· 
перехода от результата Бете и Гайтлера к результату' 
Ландау и Померанчука. 
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На основе метода кинетичес
кого уравнения было изучено 
влияние и многих других фак
торов на излучение, таких, на

пример, как отдача при изучении 

[14], поляризация среды [4], 
роль границ мишени [15), по
глощение фотонов; были оцене
ны также пределы применимости 

метода Фоккера - Планка для 
данной задачи и указана проце
дура повышения точности этого 

метода [16], исследовано угловое 
распределение излучения и его 

поляризация [17] и др. (см. об
зоры [3, 18, 19), посвященные 
данной теме, и ссылки в них). 
При этом, однако, среда всегда 

Ф,Ф" 
1,0 

О 0,+ 0,8 1,2 1I 

Рис. 3.2. Графики функций Фм(S) и Ф(s) 
(см. § 53), определяющих влияние мно
гократного рассеяния на излучение бы
строй частицы в аморфной среде 

и в кристалле 

предполагалась аморфной. 

§ 23. Усреднение по траекториям спектра излучения 
методом функционального интегрирования 

Общая формула для спектральной плотности излучения 
(3.10) определяется углами рассеяния частицы в веществе. Эти 
величины в силу многократного рассеяния являются случай
ными, поэтому по ним должно про водиться усреднение. 

В методе Мигдала, для того чтобы произвести усреднение, 
использовалось кинетическое уравнение для распределения 

частиц по координатам и скоростям. 

Исходным, однако, в этой задаче можно считать понятие 
траектории частицы, которая является случайной. Поэтому 
усреднение должно, по сути дела, производиться по случайным 
траекториям. Такое усреднение может быть произведено с по
мощью метода функционального интегрирования. Этот метод 
получил в настоящее время широкое развитие в связи с раз

личными задачами теории поля, не говоря уже о том, что 

с помощью этого метода, как показал Фейнман [20], удается 
наглядно разъяснить связь между квантовой и классической 
механикой. Возможность использования метода функциональ
ного интегрирования для усреднения по случайным траектори
ям в задачах, связанных с излучением, была установлена 
в работах [21, 22]. Важность такого подхода заключается 
в том, что он позволяет единым образом учитывать влияние 
случайных факторов на излучение в различных задачах, таких 
как учет влияния многократного рассеяния на излучение 

в аморфных средах, в кристаллах, а также при излучении 
во внешних полях. 

Процедура функционального интегрирования может быть 
сравнительно просто выполнена в том случае, если усредняемый 
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а случайный процесс), 
имеет как раз место: 

~ 

функционал имеет гауссову форму, 
является гауссовым. Такая ситуация 
в рассматриваемой нами задаче. 

Действительно, согласно (3.10) спектральная плотность" 
излучения представляет собой функционал d<ff fЭ (t)]/dm случаЙ-· 
ных значений угла рассеяния 9 (t), в которыи угол 9 входит ~ 
квадратично под знаком синуса, т. е. этот функционал имеет~ 
гауссову форму. Что касается случайного процесса, связанного.! 
с многократным рассеянием, то в случае аморфного вещества'~ 
этот процесс является гауссовым [20]. Это значит, что если) 
в начальный момент времени распределение частиц по углам'~ 
было вида дельта-фУнкцииf(9, 0)=8(09), то к моменту времени] 
• это распределение будет иметь вид '1 

f(q, .)=_1 ехр (_ 92), (23.1)j 
тcqT qT '1 

.' 
~ 

где q-среднее значение квадрата угла рассеяния чаСТИЦЫJ 

в аморфной среде на единице длины (20.13). . ,) 
Используя эту формулу, можно получить плотность веро-} 

ятности того, что углы рассеяния о9n = 09 (n~) в моменты '1 
времени tn =nl1 будут лежать в интервалах (о9n,о9n+dо9n ) [23]' 

dfYJ =d291 ···d29N [_9Т _ _ (9N-9N- 1Y] (23.2) 
N (тcq~)N ехр q~ ••• q~ , 

где ~~./N. С этой плотностью вероятности и 
усреднен функционал d<ff [9 (.)]/dm, причем при 
быть выполнен предельный переход к N ~ 00. 

Таким образом, основное выражение для 
спектра излучения имеет вид 

(dC> = 1· f + со fdfYJ dC [9 (Т)] 
dro 1т . . . N dro . 

N-co -со 

должен быть 
этом должен 

усредненного 

Обычно такое выражение сокращенно записывают в виде 
функционального интеграла по винеровской мере 

(23.4) , 

Замечая, что 

92 (.)=~exp [Jl9 2 (.)] I ' 
aJl 1'=0 

легко убедиться, что все слагаемые в подынтегральном выраже
нии (23.4), содержащие обе компоненты вектора о9=(9;:е, 9у ), ,. 

факторизуются, поэтому при вычислении величины <d<ff/dm) ' 
достаточно вычислить функциональный интеграл только по' 
одной из компонент вектора о9. При этом среднее значение 
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спектральной плотности излучения может быть представлено 
в виде 

(23.5) 

где 

т т 

Q", = fdw 9 (t) ехр {Jl' 92 (-r)- i; fdt92 (t)+ ~: (f dt9 (t) У}. (23.6) 

о о 

Функциональный интеграл (23.6) имеет гауссов вид, поэтому 
он может быть вычислен аналитически с помощью известной 
процедуры вычисления таких интегралов [23]. Мы приведем 
здесь лишь результат вычисления (см. Приложение 1) 

т т 

Q",={D(O{I- i;"Q fdtD-2(t)(fdtfD(tf)У]} -1/2, (23.7) 

о о 

где D(t)=chr(t-.)+(JlQ/.)shr(t-.) и r=Jiroq/2. 
Подставляя (23.7) в (23.5), легко показать, что с принят ой 

точностью (отбрасываются слагаемые, пропорциональные "( - 2 

И (l-E» 
00 

(d<f) 2е2/) { (f -.а) п} dro =-1t- L 1т -r d.сthпе t < -"2 . (23.8) 

о 

Сделав замену переменных z = r't и перейдя от интегрирования 
по комплексной переменной z к интегрированию по дейст
вительной переменной x=Rez в пределах от О до 00 (см. 
рис. 3.3), запишем окончательно выражение для спектра 
излучения быстрой частицы в аморфной среде при Е v 2 < 1 в виде 

(d<f) = (d<f) Ф (s) 1 (23.9) 
dro dro о м р 2y2(I-v~)' 

где фм (sp)- функция Мигдала, введенная в предыдущем 
параграфе, 

sp= 8/2 J21 r 1 =~ "(2 (1 -v Ji.) Jro/roLP 

и 
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Формула (23.9) учитывает 
наряду с многократным рас

сеянием и влияние поляриза

ции среды на излучение. При: 
Е= 1 она переходит в формулу' 
(22.8). 

При Ev 2 > 1 для сходимо
сти интеграла (23.8) контур 

z интегрирования необходимо 

Рис. 3.3. Контуры интегрирования в фор- замыкать в сторону отрица-· 
муле (23.8) при €v 2 <1 и €v 2 >1 тельной полуоси x=Rez (см. 

рис. 3.3). При этом мы придем 
к формуле, описывающей влияние многократного рассеяния 
на излучение Вавилова- Черенкова. Теория этого эффекта' 
дана в работах [24-27]. 

§ 24. Метод функционального интегрирования 
в квантовой теории излучения 

В предыдущих параграфах была развита классическая 
теория излучения быстрых заряженных частиц в аморфной 
среде, справедливая в области малых частот излученных. 
фотонов. При этом была показана возможность использования 
метода функционального интегрирования для описания влияния·, 
многократного рассеяния на излучение. Покажем теперь, что·' 
метод функционального интегрирования может быть распрост
ранен и на область высоких частот излученных фотонов, 
когда их энергия сравнима с энергией частицы [28]. В этом: 
случае существен квантовый эффект отдачи при излучении. 

Как мы видели в § 17, в квазиклассическом приближении 
вероятность излучения быстрой частицы во внешнем поле. 
с учетом отдачи при излучении может быть выражена через 
классическую траекторию частицы в этом поле. Так, просум-, 
мированная по поляризациям конечных и усредненная по 

поляризациям начальных частиц вероятность излучения элек

троном фотона определяется формулой (17.4), непосредственно 
зависящей от классической траектории. Эта формула справед-' 
лива, если энергии начального и конечного электронов велики" 

и, кроме того, если велика эффективная константа взаимодеЙ-. 
ствия электрона с внешним полем. Последнее условие требуется· 
для того, чтобы движение электрона в этом поле можно' 
было трактовать классически. При движении в веществе этq' 
требование выполняется, если в пределах длины когерентности· 
электрон сталкивается с большим числом атомов. 

Траектория электрона в аморфной среде является случайной,' 
поэтому вероятность излучения (17.4) должна быть усреднена' 
по различным реализациям этой траектории. Учитывая, что. 
в аморфной среде случайный процесс Э (r), с которым связано, 
рассеяние, представляет собой гауссов процесс, среднее значение' 
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вероятности излучения может быть записано в виде функци
онального интеграла по винеровской мере: 

( dW) = fdfv .9 (1) dw [.9 (1:)]. (24.1) 
dro dro 

Функционал dW[.9(1)J/dm, подлежащий усреднению, имеет 
гауссов вид (17.4), поэтому вычисление функционального 
интеграла (24.1) может быть выполнено аналитически, так же 
как это было сделано при вычислении соответствующего 
функционального интеграла в классической теории (23.4). 
Результат вычисления имеет вид 

(~:) =(~:)o ~ {;: G (s)+2 [1 +( 1-~УJфм и}, (24.2) 

где (dw/dm)о=m- 1 (d<&"/dm)о-вероятность излучения в случае, 
когда эффект отдачи при излучении не читывается: (d<&" /dm)o 
определяется формулой (22.7), s= 1/8 m/ЕЗ Е' q; Фм-функция 
Мигдала (22.8) и 

х 

G (s)=48s 2 (~--.:. ~ fdxe -sx sinSX). 
2 2 shx 

(24.3) 

о 

Формул~а (24.2) обобщает соответствующий результат клас
сическои теории (23.9) на случай, когда существен эффект, 
связанный с отдачей при излучении. Она ранее была получена 
Мигдалом [14] на основе кинетического уравнения для матрицы 
плотности быстрой частицы в аморфной среде. 

Рассмотрим некоторые предельные случаи формулы (24.2). 
С этой целью определим асимптотики входящих в (24.2) 
функций фм и G(s). При малых и больших значениях параметра 
s, как легко проверить, эти функции определяются формулами 

() {
1_0,012 s~1, 

фм s ~ S4 ' (24.4) 
6s, s« 1, 

() { 
1 - 0,0;9, s ~ 1, 

G s = S 

121ts 2 , s« 1. 
(24.5) 

Таким образом, если s~ 1, то функции фм И G можно 
положить равными единице. При этом формула (24.2) с логариф
мической точностью переходит в обычное выражение (18.5) для 
вероятности излучения электрона в аморфной среде. Многократ
ное рассеяние в этом случае не оказывает влияния на излучение. 

При s« 1 имеет место другой предельный случай фор
мулы (24.2): 

(24.6) 
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Для мягких у-квантов эта формула переходит в COOTBeTC~:, 
вующий результат классическои теории (23,9)"i 

Как уже отмечалось, имея формулу для вероятнос .. 
излучения, учитывающую отдачу при излучении, можно по: 

лучить формулу и для вероятности процесса образовани : 
электронно-позитронной пары фотоном, Для этого требуется~ 
только выполнить следующие замены в формуле (24,2) ДЛЯ] 
вероятности излучения:" 

В результате находим, что вероятность образования пары' 
в аморфной среде с учетом влияния многократного рассеяния 
имеет вид 

( dW±) (dY';±) {0)2 _ 1 [ ( о) )2] _} 
dE+ = dE+ о 4Et G(s)+2 1+ l- Е+ Ф(s) , (24.7). 

где 

(~;:)o =:; ::+ (~:)o' s=~ E+E_~E~q) 
и ФУНКЦИИ G (s) и Ф (S) определяются формулами (24.3) и (22.8). 
Входящая в s величина q относится к позитрону. 

При S;:::, 1 ФУНКЦИИ Ф и G близки к единице и формула. 
(24.7) переходит в обычную формулу для вероятности об
разования пары в разреженной среде: 

( dW±) (dW±) {0)2 1 [ ( о) )2J} 
dE+ = dE+ о 4Et +2 1 + 1-Е+ . (24.8) 

Если же s« 1, то в соответствии с (24.6) вероятность 
образования пары в среде оказывается много меньщей веро
ятности (24.8): 

jdW±) (dW±) [ ( о) )2] _ 
\dE+ = 3 dE+ о 1 + 1- Е+ s. 

§ 25. Упругое рассеяние быстрой частицы 
в тонкой МИIIlени 

(24.9) 

До сих пор при изучении радиационных процессов в аморф
ной среде мы предполагали, что толщина мишени L велика 
по сравнению с длиной когерентности 1. Метод описания 
взаимодействия частицы с атомами среды в этом случае 
базировался на концепции функции распределения частиц 
в среде по координатам и углам, удовлетворяющей некоторому 
кинетическому уравнению. При достаточно высоких энергиях 
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Е и малых L, однако, всегда может быть выполнено обратное 
иеравенство, когда процесс разыгрывается по длине 1, значи
тельно превосходящей толщину мишени: 

1» L. (25.1) 

Несмотря на то что неравенство (25.1) выполняется в области 
очень высоких энергий частиц, данный случай представляет 
особый интерес. Связано это с тем, что при выполнении 
условия (25.1) вся мишень должна рассматриваться как единый 
объект, с которым происходит взаимодействие частицы. Этот 
объект содержит большое число атомов, поэтому важно знать 
характер интерференции во взаимодействии частицы с этими 
атомами. 

При выполнении условия (25.1), как показано в гл. 2, 
вероятности таких процессов, как упругое рассеяние, излучение 

и образование электронно-позитронных пар, существенно 
упрощаются, что позволяет исследовать эти процессы про

стыми методами без введения дополнительной концепции 
о кинетическом уравнении, определяющем распределение 

частиц в среде по координатам и углам. Такое исследование 
удается провести с единой точки зрения при движении частицы 
как в аморфной среде, где атомы расположены хаотично, 
так и в кристаллической среде, где расположение атомов 
является периодическим. Благодаря этому удается выявить 
общие закономерности и отличительные особенности между 
процессами взаимодействия частицы с атомами среды в этих 
случаях. 

Рассмотрим прежде всего упругое рассеяние быстрой части
цы в тонком слое аморфного вещества [29] (взаимодействие 
частицы с кристаллической мишенью будет подробно рас
смотрено в следующих главах). С этой целью обратимся 
к формулам (10.1) и (10.5) для сечения упругого рассеяния 
в эйкональном приближении, которые справедливы в области 
высоких энергий при выполнении условия (25.1). Запишем это 
сечение в виде 

(25.2) 

где ql. - поперечные компоненты переданного импульса q и 

F(ql.) = 4:2 f d2 pd2 p' ехр {iq (p-p')+i [Xo(P)-Хо (p')J}. (25.3) 

Входящая сюда величина Хо (р) определяется соотношением 
(10.6) 

+00 

Хо(Р)= -~ f dzU(p, z). 
-00 
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, 
в среде потенциальная Э.!lергия U (r) представляет собой; 

сумму потенциальных энергии взаимодеиствия частицы с раз- ' 
личными атомами: 

N 

U(r}= L u(r-rn }, (25.4) 
n=t 

где N-число атомов и rn-радиус-вектор положения n-го 

атома в среде. Подставляя потенциальную энергию (25.4) 
в (10.6), приходим к следующему выражению для F: 

Е=-'- fd 2Pd2p' eiq(p-p') х 
47[2 

N 

Х П ехр {; [Х (р- Рn}-Х (р' - Рn)]}' 
n=t 

+00 

где Х (р- Рn)= -~ f dzu(r-rn }. 

-00 

(25.5) 

в аморфной среде атомы расположены хаотично, поэтому 
формула (25.5) должна быть усреднена по положениям атомов. 
Учитывая, что в рассматриваемом случае положения атомов 
в среде равно вероятны, запишем среднее значение функции 
F в виде 

(25.6) 

где S - площадь поверхности мишени, по которой произ
водится усреднение. Интегрирование по каждой переменной 
Рn здесь проводится в пределах поверхности S. 

Выполнив в (25.6) замену переменных Рn ..... Рn+Р' и Р ..... Р+Р', 
получим 

P=4~2 fd2peiQp f ... fnбt (d;n)x 
х ехр [цх (р- Рn}-Х (Рn))]' (25.7) 

Таким образом, для нахождения среднего значения функции 
F необходимо вычислить величину 

g(N)= f··· fnбt (d;n)exp {i[X(P-Рn)-Х(Рn}]}· (25.8) 

Эта величина удовлетворяет следующему рекуррентному соот
ношению: 

g(N+ l)-g(N}= 

fd2 

=g(N) ;1 {ехр [i(X(p-Рt}-х(рt})]-l}. (25.9) 
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Функция g (N) медленно изменяется с ростом N, поэтому при 
больших й(й» 1) левую часть соотношения (25.9) можно 
представить в виде 

Замечая, что 

d 
g(N+ 1)-g(N)~-g(N). 

dN 

где d(; (q) - дифференциальное сечение упругого рассеяния быст
рой частицы отдельным атомом среды (20.2), приходим 
к следующему уравнению для определения функции g (N): 

~ g (N)=g (N) fd(; (q)[1-Jo (qp)]. (25.10) 
dN 

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию 
g(NHx=o= 1, имеет вид 

g (N)=exp {~ f d(; (q)[1-Jo (qp)]}. (25.11) 

В результате находим, что 

F(ql.) = 4~2 f d 2 Р ехр {iqp+nL J d(; (q')[1-Jo (q' Р )]}, (25.12) 

где n=NjSL-плотность атомов в мишени. 
Функция F(ql.) определяет распределение рассеянных ми

шенью частиц по переданным импульсам. Угол рассеяния 
9 связан с ql. соотношением ql. =р9. _ 

Сравнивая формулы (25.12) и (20.3) для F(ql.) и для 
функции распределения быстрых частиц в аморфной среде по 
углам, видим, что эти формулы только множителем S от
личаются друг от друга. По этой причине различные пре
дельные случаи, рассмотренные в §. 20 применительно к фор
муле (20.3), справедливы и применительно к формуле (25.12). 
В частности, при nL(;e«1 

(25.13а) 

(25.136) 

Подчеркнем, что при выводе формулы (25.12) мы усредняли 
сечение упругого рассеяния частицы мишенью, амплитуда 

которого определялась непосредственно через суммарную 

потенциальную энергию ее взаимодействия со всеми атомами 
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среды. иными словами, при~ выполнении условия (25.1) вся 
мишень поступает как едины и О~бъект, с которым происходит 
взаимодействие. Элемент случаинасти при этом учитывался 

путем усреднения общей формулы для сечения рассеяния (25.2) 
по положениям атомов в среде. При выводе же формулы 
(20.3) элемент случайности содержался в самом понятии 
функции распределения, которая удовлетворяет кинетическому 

уравнению (20.1). В это уравнение входит энергия взаимодей
ствия частицы только с одним атомом среды. 

Подчеркнем также, что как в § 20, так и в настоящем 
параграфе, мы учитывали многократное рассеяние частицы на 
атомах среды, но в настоящем параграфе оно учитывалось 
путем усреднения сечения рассеяния, тогда как в § 20-путем 
введения функции распределения. Таким образом, если L« 1, 
то можно усреднять некоторую экспоненту, содержащую сумму 

случайных величин, в то время как при L» 1 необходимо 
решать некоторое интегральное уравнение. Формулы для 
распределений частиц по углам, полученные в этих предельных 
случаях, однако, полностью совпадают. 

§ 26. Излученне н образование электронно-позитронных пар 
в тонком слое вещества 

Перейдем теперь к изучению процесса излучения ультра
релятивистского электрона в тонком слое вещества в случае, 

когда формирование излучения происходит в пространственной 
области, размер которой превосходит толщину мишени: 1» L. 
При выполнении этого условия, как показано в § 14, сечение 
излучения представляет собой про изведение вероятности излуче
ния на сечение упругого рассеяния частицы мишенью. Входящая 
в (14.8) вероятность излучения (12.15) определяется только 
величиной импульса q.1' переданного внешнему полю, без
относительно того, в какой среде происходит излучение. ОТ 
свойств среды зависит лишь сечение упругого рассеяния, 
поэтому в рассматриваемом случае (1)>L) сечение излучения 
электрона в аморфной среде может быть записано в виде 

(26.1) 

где F(q.1)-ФУНКЦИЯ (25.l2), определяющая распределение час
тиц по переданным импульсам. 

Рассмотрим некоторые предельные случаи этой формулы. 
При L~O функция F\qJ определяется соотношением 

(25.13а). Сечение излучения (26.1) в этом случае равно 

(26.2) 
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где dавн-сечение излучения электрона в поле отдельного 
атома (10.18) и N-число атомов в мишени. 

С ростом толщины мишени вследствие многократного 
рассеяния распределение частиц по q.l при06ретает гауссов 
вид (25.136). Подставляя это распределение в (26.1), получим 

dcra-sfd2 4n (qi) dw(q.L) (26.3) -- q.l = ехр -= --о 
doo q2 q: doo 

При этом если q2«m 2, то 

dcra =S2e 2 E'(1+~~)qi. 
doo 3nоо Е 4 ЕЕ' m 2 

(26.4) 

Сечение излучения в этом случае с логарифмической точностью 
совпадает с соответствующим результатом Бете и Гейтлера 
(26.2) для разреженной cpeды~ 

При выполнении условия qi »m 2 согласно (12.16) 

dcra =S2e2 E'(l+~)ln qi. 
doo nоо Е 2ЕЕ' m 2 

(26.5) 

Сечение излучения в этом предельном случае практически не 

зависит от толщины мишени. Это означает, что при у2 [Р» 1 
интенсивность излучения электрона практически не зависит от 

числа его соударений с атомами среды. При этом сечение 
излучения dao=daa/N, приходящееся на один атом среды, 
оказывается меньшим сечения излучения daBH на изолирован-

ном атоме, т. е. в этом случае имеет место эффект подавления 
излучения. 

Таким 06разом, мы видим, что многократное рассеяние 
электрона в тонком слое аморфного вещества приводит 
к существенному отличию поперечника излучения dao от 
поперечника излучения daBH на изолированном атоме. Это 
отличие возникает, когда среднее значение квадрата передан-

ного импульса qi превышает величину m 2 • При этом харак-

терные значения углов рассеяния частицы мишенью р пре: 
вышают характерное значение угла излучения релятивистскои 

частицы е", m! Е. 
Отметим, что условия возникновения эффекта подавления 

излучения в тонком (L«!) и в толстом (L»!) слое вещества 
одинаковы. Формулы, описывающие эти эффекты, однако, 
существенно различаются: формула (21.2), относящаяся к эф
фекту Ландау и Померанчука, существенно зависит от толщины 
мишени L, энергии электрона Е и частоты (J) излученного 

фотона (8'LP",LJю/Е); в формуле же (26.5), описывающей 
подавление излучения в тонком слое вещества, такие зави

симости отсутствуют. 
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Длина когерентности при высоких энергиях частиц может 

превысить толщину мишени не только в процессе излучения, 

но и в процессе фотообразования электронно-позитронных 
пар. Формулы для сечения этого процесса могут быть получены 
из приведенных выше формул для сечения излучения, если 
в последних выполнить замены 

При этом, если q2 «m 2 , то 

dC5± ~S~ (Е_ Е+ +~0)2) q2. 
dE+ 31tW З 4 т 2 

Если же q2 »m2 , то 

d 2 2 
2~S;(E~+Et)ln q~. 
dE+ w т 

(26.6) 

(26.7) 

Таким образом, как и в процессе излучения, при qi «m 2 

сечение образования пары линейно растет с толщиной и с ло
гарифмической точностью совпадает с соответствующим ре-' 
зультатом Бете и Гайтлера для разреженной среды dcr + ~ .• 

~ N d а:Н, а при q i -:» т 2 это сечение практически не зависит 
от толщины мишени. Изменение характера образования пары 
происходит в случае, когда среднее значение квадрата пере-

данного импульса qi становится сравнимым с m 2 , Значения. 
характерных углов рассеяния в мишени частиц образовавшейся 
пары в этом случае сравнимы с углом порядка mjE±. 



ГЛАВА 4 

ТЕОРИЯ КОГЕРЕНТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

И ОБРАЗОВАНИЯ ЭЛЕКТРОННО-ПОЗИТРОННЫХ ПАР 

ПРИ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЯХ В КРИСТАЛЛАХ 

§ 27. Сечение излучения в первом борновском приближеппи 

Перейдем теперь к рассмотрению тормозного излучения 
релятивистских частиц, движущихся в кристаллических средах. 

Существенным при этом является то, что в кристаллических 
средах могут проявляться когерентные и интерференционные 
эффекты в излучении. Благодаря этим эффектам интенсивность 
излучения частиц в кристалле может сильно отличаться от ин

тенсивности излучения частиц, движущихся в аморфной среде. 
Первые теоретические попытки предсказать эти явления 

принадлежат Вильямсу [1], который в своей работе, посвящен
ной методу эквивалентных фотонов, обратил внимание на то, 
что периодичность среды может оказать существенное влияние 

на величину сечения тормозного излучения при высоких 

энергиях. Правильные критерии появления эффекта и количест
венные формулы, его описывающие, были получены, однако, 
только в работах Ферретти [2], Тер-Микаеляна [3, 4] и Юбе
ралла [5], спустя почти двадцать лет после опубликования 
работы [1]. Физическая причина возникновения эффекта была 
установлена Тер-Микаеляном [3, 4], который обнаружил, что 
при высоких энергиях тормозное излучение формируется на 
большом пути вдоль траектории частицы и что если длина 
формирования излучения (длина когерентности) станет срав
нимой или превысит постоянную решетки, то влияние пери
одической структуры на излучение может оказаться сущест
венным и его необходимо учитывать. Основные предсказания 
теории когерентного излучения электронов высоких энергий 
в кристаллах впоследствии были подтверждены во многих 
экспериментах (см. обзоры [6-10 ]). Область применимости 
теории установлена в работах [11-14]. 

Ниже мы изложим теорию процессов когерентного излуче
ния и образования электронно-позитронных пар при высоких 
энергиях в кристаллах. Основное внимание при этом мы 
обратим на изучение процесса когерентного взаимодействия 
быстрых частиц с кристаллом в различных условиях, а также на 
выяснение области применимости теории и выявление общих 
закономерностей и отличительных особенностей между процес
сами излучения релятивистских частиц в кристаллах, аморфных 
средах и в интенсивных внешних электромагнитных полях. 
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г 

Когерентные и интерференционные эффекты в излучении' 
могут проявляться при значительных энергиях фотона (ю-Е), 
поэтому для исследования этих эффектов недостаточно клас
сической теории, а необходима, вообще говоря, квантовая 
теория излучения. В квантовой теории излучения простейшим 
приближением является борновское приближение, с изложения 
которого мы и начнем. 

В борновском приближении дифференциальное сечение тор
мозного излучения определяется квадратом модуля фурье
компоненты потенциальной энергии взаимодействия частицы 
(электрона или позитрона) с внешним полем Uq , где 
q=р-р'-k-импульс, переданный внешнему полю, р и 
р'-импульсы частицы в начальном и в конечном состояниях, 
k-импульс фотона. При движении электрона в кристалле его 
потенциальная энергия имеет вид 

(27.1) 
n 

где u(r-rn)-потенциальная энергия взаимодействия электрона 
с атомом решетки, находящимся в точке rn • Квадрат фурье
компоненты этого выражения равен 

IU,,12=lu,,12IIeiqr'12, u,,=Jd 3 re iQr u(r). (27.2) 
n 

При этом дифференциальное сечение излучения частицы в кри
сталле будет отличаться от сечения излучения на изолирован
ном атоме а'о(q)=d 4 аjdюd 3 q, выраженного через компоненты 
переданного импульса q, только множителем: 

а' = 1 I e'Qr, 12 a'o(q). (27.3) , 
n 

Отметим, что весь кристалл в рассматриваемом случае 
выступает как единый объект, с которым происходит вза
имодействие частицы. В результате этого сечение излучения 
на совокупности No всех атомов кристалла, вообще говоря, 
не сводится к сумме сечений излучения на N о изолированных 
центрах, как это имеет место в разреженной аморфной среде. 

'Положения атомов в решетке rn вследствие термодинамичес
ких флуктуаций всегда имеют некоторый разброс оn от
носительно своих равновесных положениЙ r~. Полагая в (27.3) 
r n = r ~ + Оn ' получим после усреднения по тепловым колебаниям 
атомов в решетке *) 

(27.4) , 
n 

где u 2 -средний квадрат амплитуды тепловых колебаний 
атомов в решетке вдоль одной из осей. 

Здесь предполагается, что колебания отдельных атомов 

*) Формула (27.4) впервые была получена Тер-Микаеляном [4]. 
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в решетке происходят независимо. Величина u 2 определяется 
соотношением [7 ] 

2_ 3 [1 4(ТО )2 f YdY ] 
u - 4Mkeo + во eY-l ' 

(27.5) 

о 

где М-масса атома решетки, ТО-температура кристалла, 
0D -температура Дебая и k-постоянная Больцмана. Значения 

J u 2 при комнатной температуре (то = 293 К) дЛЯ некоторых 
кристаллов представлены в табл. 4.1. 

Последнее слагаемое в (27.4) определяет когерентные эф
фекты, а первые два - некогерентные эффекты в излучении. 
При этом первое слагаемое приводит к известной формуле 
Бете и Гайтлера для сечения излучения на No независимых 
центрах. В сечение излучения на отдельном атоме основной 
вклад вносят импульсы q, лежащие в интервале R -1 ~q~m. 
Второе и третье слагаемые в (27.4) будут существенны 

в сечении, если q2u2~1. Так как m 2 и 2 »1, то согласно 
(27.4) кристаллическая решетка будет сказываться на излучении 
в том случае, если q«m. В этой области переданных импульсов 
сечение излучения ao(q) определяется формулой (см. § 12) 

, е 2 /)' Е' qi{ 002 /) ( /),)} 2 ao(q)= -- 1+--2- 1-- 'и 1, 
47t З m 2 00 Е q~ 2ЕЕ' q! qu q 

(27.6) 

где qll и ql. -компоненты переданного импульса, параллельная 
и ортогональные р. Величина IIexp(iqrn )1 2 (см. (27.4» есть 

n 
интерференционный фактор Лауэ - Брэгга, входящий также 
в се:ение дифракционного рассеяния рентгеновских лучей 
и неитронов в кристаллах [15, 16 ]. В простейшем случае, 
когда атомы в решетке расположены вдоль осей z, у и х на 

т а б л и ц а 4.1. Величины, определяющие структуру решетки некоторых 
элементов, имеющих кубическую решетку 

Элемент Атомная R,A а,А 0 D ,K Н,А В Тип 

масса 
(при 293 К) In 1832 -1/3 

решетки 

С 6 12 0,258 3,567 2000 0,04 0,25 jcc(d) 
Si 14 28,1 0,194 5,431 543 0,075 0,11 fcc(d) 
Ge 32 72,6 0,148 5,657 290 0,085 0,067 fcc(d) 
Nb 41 92,9 0,136 3,300 275 0,079 0,0676 Ьсс 
W 74 183,8 0,112 3,165 310 0,050 0,105 Ьсс 
РЬ 82 207,7 0,108 4,951 88 0,164 0,093 fcc 

fcc - кубическая гранецентрированная решетка; 
fсс(d)-две /сс решетки, сдвинутые друт относительно друта 

вдоль пространственной диагонали куба на четверть ДJШны; 
Ьсс - кубическая объемноцентрированная решетка. 
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одинаковых расстояниях а 1 , а2 и аз друг от друга (рис. 4.1),' 
этот фактор равен з . 2 

1 I eiqr~ 12 = П Sl~ ~iqtaf/2, (27.7); 
n ;= 1 S1n qt a./2 , 

где N;-числа атомов вдоль осей z, у·и Х. При больших' 
значениях N; (требуется, чтобы в области характерных значениЙ: 
переменных q; выполнялись неравенства N;q;a;» 1) соотноше-' 
ние (27.7) может быть записано в виде 

IIeiqr~12=No (2;3 I8 (q_g), (27.8) 
n 9 

где А=а1 а2 аз -объем элементарной ячейки, 8(q)-трехмерная 
дельта-функция и g-вектор обратной решетки 

(g;=21щ!а;, n;=О, ±1, ±2, ... ). 

Используя формулы (27.6) и (27.8), сечение излучения 
электрона в кристалле можно представить в виде 

dcr= No{dcrn +dcrJ, (27.9) 

где dcrn -сечение некогерентного излучения, 

dcrn = dcrBH -dcr l' dcr 1 = dro J dЗq ехр{ -q 2 и 2) cro(q) 

И d cr с - сечение когерентного излучения: 

d _2eZO'droE'"gi[1 ro Z 20'(1 o')JI 12 _g2;? crC--2-~-L....2 +--,- - -- Ug е , 
т L\ ro Е 9 g '1 2ЕЕ gll gll 

причем g\\ ~ 8'. 

(27.10) 

(27.11) 

Если в (27.9) выполнить формальный переход к U 2 ---+ 00, то 

dcr = No.d авн . (27.12) 

Рассмотрим теперь поправку dcr 1 к формуле для некогерент
ной части поперечника излучения. Для простоты будем считать, 
что потенциал отдельного атома кристалла представляет собой 
экранированный потенциал Кулона (7.5). В этом случае, как 

• 
•• • 

• 
!I 

Рис. 4.1. Ориентация кристаллографи
ческих осей относительно падающего 

пучка 
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где 



Сравнивая формулы (12.18) и (27.13), видим, что от
носительное уменыuение сечения некогерентного излучения 

электрона в кристалле по сравнению с сечением излучения 

на изолированном атоме dcrBH определяется параметром 
Bj1n(183Z -lfЗ). Эта величина для некоторых элементов 
представлена в табл. 4.1. Из таблицы видно, что dcr 1 

приводит к поправке к формуле Бете и Гайтлера порядка 
5..;.-25%. Таким образом, сечение dcrn мало отличается от 
сечения dcrBH . 

Перейдем теперь к анализу сечения dcrc • Основной вклад 
в это сечение вносят значения gll ",(5'. Этим значениям gll 
соответствуют продольные расстояния l~", 1/0', на которых 
формируется процесс излучения. Если формально считать 
постоянные решетки а; очень большими (aj~oo, i= 1, 2, 3), 
то суммирование по g в (27.11) сведется к интегрированию 
по Ll(21t)-Зd З g. При этом dcrc = dcr 1 И формула (27.9) для 
сечения излучения примет вид dcr = N odcrBH . Этот случай 
соответствует условиям lc«a j • При нарушении, этих условий, 
как будет показано ниже, сечение dcrc может существенно 
отличаться и от dcrBH , И от dcr l' Поэтому мы В дальнейшем 
будем интересоваться, главным образом, сечением dcrc • 

§ 28. Влияние периодичиости в расположении атомов 
на излучение 

Рассмотрим вопрос о влиянии периодичности расположения 
атомов в решетке на излучение релятивистского электрона. 

С этой целью сперва остановимся на простейшем случае 
про хождения электрона через тонкий кристалл вдоль одной 
из его кристаллических осей (оси z) [12]. Толщина кристалла 
вдоль оси z предполагается малой по сравнению с поперечными 
размерами кристалла (оси х и у). Что касается длины 
когерентности процесса излучения, то в настоящем разделе 

будем предполагать, что она может быть как малой, так 
и большой по сравнению с размерами кристалла вдоль оси 
z. Сечение когерентного излучения в этом случае, согласно 
(27.4) и (27.7), может быть записано в виде 

(28.1) 

где сечение o"o(g) определяется соотношением (27.6). 
Суммируемая в (28.1) функция является плавной функцией 

переменных g2 и gз, поэтому сумма по g2 и gз В (28.1) 
может быть заменена на соответствующий интеграл: 

dcr -N N fdЗ sin2 N 1g 1a1 /2 , ( ) _g2;;> 
--- 2 3 g--.---··-cro g е . 
doo sш2 g 1 а 1 /2 

(28.2) 
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Формула (28.2) показывает, что периодичность решет 
в поперечном направлении в рассматриваемом случае н 

оказывает влияния на излучение. Сечение излучения (28.1. 
представляет собой сумму сечений излучения электрона н 
(N2Nз) цепочках атомов кристалла, расположенных паралt 
лельно оси z, причем излучение на каждой из этих цепоче, 
можно считать независимым. . 

При lс» N 1 а 1 отношение квадратов синусов под знаком
интеграла в (28.2) равно Ni (поскольку gl ~8'), и, следователь"; 
но, в этом случае имеет место когерентность излучения: 

dcr -N N N2 dcr 1 
-- 2 3 1-' 
doo doo 

(28.3); 

Отметим, что при lс» N 1 а 1 расположение а томов в цепоч-: 
ках не влияет на когерентный характер излучения - сечение; 
пропорционально Ni как при расположении атомов на равных: 
расстояниях друг от друга, так и на неравных расстояниях.' 

Если же N 1 а 1 ;5(, то отношение квадратов синусов не 
приводит к появлению множителя N i и когерентность наруша-; 
ется (при Ic»N1 a1 разность фаз последовательно излученных,: 
волн мала по сравнению с 11:, поэтому амплитуды волн; 

складываются и сечение излучения пропорционально N i.' 
а когда N 1 а 1 ;5lс , излученные волны могут частично погашать. 
друг друга). , 

Если же N 1 а 1 »Ic , то можно воспользоваться формулой; 

sin2 Naq/2 

sin2 aq/2 
N 21t L: O(q - g), 

а 9 

и мы получим 

dcr =No 2п L: S d 2 g.l (J'o(g )e-g'u'. (28.4): 
doo а 1 g,;;'Б' 

Определим величину входящей сюда суммы по g l' Рас-; 
смотрим прежде всего случай lс« а l' Суммирование при это~( 
начинается в (28.4) со значения nmin~a18'/211:, которое значитеЛЬ;',i 
но больше единицы. Поэтому речь идет о суммированииj 

00 . 

ряда L: f(k ), где n» 1 и функция f(k) быстро убывает] 
k=n J 

С ростом k. Такая сумма может быть заменена интегралом [17Л 
00 00 

L:f(k)= S dxf(x}+O(J(n)). 
k=n n 

Таким образом, при а 1 » 'с приходим к результату 

d(J'=Nod(J'l' 

; 

(28.5)( 

(28.6)~ 

Подставляя это соотношение в (27.9), видим, что при а1 »lc) 
сечение излучения быстрой частицы, движущейся в кристалле: 
вдоль кристаллографической оси, не отличается от сечения] 

112 



излучения в разреженной аморфной среде. Излучение на от
дельных атомах кристалла в этом случае происходит неза

висимо. 

Пусть теперь а1 « [с«Na1 , т. е. длина когерентности значи
тельно больше расстояния между атомами, но меньше толщины 
кристалла. 

Тогда суммирование в (28.4) следует начинать с nmin = 1. 
Так как crO(g1)-(а1 (5')n -2, то главный вклад в сумму по g1 
вносят лишь несколько первых членов. Поэтому теперь 

dcr-No(a 1 (5')dcr1 . (28.7) 

Мы видим, что при а 1 «ZC« N 1 а 1 излучение частицы, 
движущейся вдоль кристаллографической оси, содержит малый 
множитель (а 1 (5'), который отсутствует при излучении быстрой 
частицы в аморфной среде. Здесь сказываются периодическая 
структура кристалла вдоль оси z и большая толщина кристалла 
по сравнению с длиной когерентности. 

Рассмотрим, наконец, тот случай, когда размеры зоны 
формирования излучения сравнимы с расстоянием между 
а томами кристалла: а 1 - /с «N 1 а l' Характерным при этом 
является то, что для некоторых значений параметра (а 1 о') 
возникают значительные изменения сечения излучения. Дело 
в том, что при 2тr./a 1 =(5' суммирование в (28.4) следует 
начинать с nтin = 1. Если же 4тr./a 1 > (5' > 2тr./a 1 • то суммирование 
уже следует начинать с n=2 и т. д. Поэтому при 2тr./a 1 =(5' 
происходит скачок сечения излучения-из суммы по n выпадает 
вклад слагаемого с n = 1. Этот скачок можно легко найти 
при ro«Е: 

"" L n- 2 (1_2n- 1+2n- 2 ) 

11:1 ~3,5. 

L n-2(1-2n -1+2n -2) 
n=2 

Аналогично при 4тr./a 1 =(5' сечение излучения изменяется в 2,02 
раза, при бтr./а 1 =(5' -в 1,35 раза и т. д. Графическая зави
симость dcr/dro от параметра а} (5'/2тr. 
приведена на рис. 4.2. б/б~ 

Рассмотрим еще один важный 2 
случай при движении частицы вдоль 
одной из кристаллографических осей. 
Пусть частица проходит через кри
сталл вдоль оси z и периодически 

сталкивается на своем пути с не-

сколькими группами атомов О 2 3 
(рис. 4.3). Расстояние f» между груп
пами атомов вдоль оси z будем 
считать большим по сравнению 
с длиной каждой цепочки (fИ» N 1 а l' 

Рис. 4.2. Зависимость сечения излу
чения от частоты в области ин
терференционных максимумов 

(a'=da/dw) 
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Рис. 4.3. Излучение при периодических столкновениях электрона с группами атомов 

где N t -число атомов в каждой цепочке). Тогда при выпол
нении условия /с"'!?)) излучение электрона на каждой группе 
атомов будет происходить когерентно, как на одном центре 
с эффективным зарядом N 1 Z 1 е 1, но между излучениями 
частицы на различных цепочках будет iIроявляться интерферен- " 
ция. Иными словами, в этом случае будут иметь место как 
когерентный, так и интерференционный эффекты в излучении. 
При этом сечение когерентного излучения будет определяться 
формулой 

da =NONt 2" I S d 2 g t О"о(С, gl.)e -g:;?, (28.8) 
dro ::2 с;;.о' 

где G = 2nn/!?JJ. 
Основные результаты, полученные в этом параграфе, даны 

в табл.4.2. 
Ниже будет показано, что установленные выше закономер

ности влияния периодичности расположения атомов в решетке 

на излучение будут проявляться и при прохождении частиц 
через кристалл под ненулевыми углами к кристаллическим 

осям. При этом в зависимости от ориентации кристаллических 
осей относительно подающего пучка может быть реализована 
та или иная ситуация из рассмотренных выше. 

§ 29. Излученне прн двнжении электрона 
вблнзи кристаллографической оси (борновское приближение) 

Сечение когерентного излучения (27.11) определяется суммой 
по векторам обратной решетки, причем эта сумма ограничена 
условием 

(29.1) 

Условие (29.1) означает, что с увеличением о' из суммы по 
g в (27.11) выпадают вклады некоторых слагаемых. Если 
движение частицы происходит в неориентированном кристалле, 

то речь идет о выпадении вклада в сечение только отдельных 

слагаемых, что не скажется сильно на тройной сумме по g. 
При этом суммирование по g может быть заменено интег
рированием, в результате чего сечение излучения (27.9) будет! 
совпадать с сечением излучения в аморфной среде. 

Иная ситуация будет иметь место в случае, когда движение .~ 
происходит под малым углом к одной из кристаллографических J.: 

осей или плоскостей. В этом случае с изменением о' из (27.11) j 
могут вьтадать вклады в сечение сразу некоторых наборов \ 
слагаемых, что может сильно отразиться на сечении. Кроме того, .~ 
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Т а б л и ц а 4.2. Характерные зависимости сечения излучения 

Сечение излучения Условия применимости Особенности излучения 

NiO"'o 1»N1 a1 когерентность 

-а1 8' N 1 0"'0 N 1 a1 »I»a1 подавление когерент-

ности излучения за счет 

интерференции 
-N1 0"'o N 1 a1 »I-a1 интерференция 
N 1 0"'o a1 »I»R излучение, как в аморф-

ной среде 
-Nо N1 0"0 !!)-I»N1 а 1 когерентность + интер-

ференция 

если частица движется под малым углом к кристаллографической 
оси или плоскости и при этом /с» а;, то в пределах длины 
когерентности будет находиться большое число атомов решетки. 
Ниже будет показано, что излучение на этих атомах будет 
происходить когерентно, как на одном центре с эффективным 
зарядом Zeff",(lc/a)Zlel, В результате чего сечение излучения 
электрона в кристалле может значительно превысить сечение 

излучения в аморфной среде. Таким образом, при движении 
релятивистского электрона в кристалле под малым углом к одной 
из кристаллографических осей или плоскостей могут проявляться 
когерентные и интерференционные эффекты в излучении, приводя
щие к значительному увеличению интенсивности излучения 

электрона в кристалле по сравнению с интенсивностью излучения 

в аморфной среде и к значительным скачкам интенсивности 
излучения при некоторых частотах излученных квантов. 

Ясно, что наибольшее число атомов будет находиться 
в пределах длины когерентности в том случае, если частица 

будет двигаться вблизи кристаллографической оси, поэтому 
прежде всего рассмотрим именно этот случай. 

Считая угол Ф между импульсом падающего электрона 
р и кристаллографической осью z малым, имеем 

gll = gz + ф(gу cos (Х+ gx sin (Х), (29.2) 

где (Х-угол между проекцией вектора р на плоскость (х, у) 
и осью у (см. рис. 4.1), решетка считается ортогональной, но 
не обязательно кубической. Основной вклад в dcrc при \)J«Rja1 
вносят слагаемые с gz=O, так что 

(29.3) 

причем gll=ф(gусоs(Х+gхsiп(Х)~8' и gi=g~+g;. 
Заметим, что в этом случае суммарная потенциальная 

энергия (27.1), зависящая от трех координат, заменяется 
функцией И (х, у) от двух координат, х и у, представляющей 
собой усредненную потенциальную энергию взаимодействия 
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частицы с кристаллом по координате z: 
+сс 

U(х, y)=L -1 S dz U(r), 
-00 

(29.4) 

где L-толщина кристалла. Эту величину можно рассматри
вать как потенциальную энергию взаимодействия частицы 
с совокупностью непрерывных цепочек атомов кристалла, 

расположенных параллельно оси z (см. формулу (35.8). Иными 
словами, в качестве основного элемента, при взаимодействии 
с которым происходит излучение, теперь выступает не от

дельный атом, а цепочка атомов. 
Отметим, что основной вклад в сечение (29.3) вносят 

зна чени~ g 1. '" R - 1, причем эта оценка остается в силе 
и при u2 =о. 

Если формально считать, что постоянные решетки вдоль 
осей у и х очень велики (а2 , аз""нx:J)-ЭТО соответствует 
«раздвижению» цепочек атомов кристалла, расположенных 

параллельно оси z на большое расстояние друг от друга, 
при котором взаимодействие частицы с различными цепочками 
можно считать независимым,-ТО в (29.3) суммирование по 
gx и gy можно заменить интегрированием, и мы придем 

к формуле [5, 13] 

dcrc = 2e2~' Е' S d 2 g1. g~ [1+~-2~(1-~)JIUgI2е-g,U2 
d(f) 2?! т а1 оо Е gll 2ЕЕ gll gll 

(29.5) 

с ограничением gll ~8'. Из этой формулы следует, что для 
экранированного кулоновского потенциала 

dcrc~NcdcrBH' (29.6) 

{ kR/a 1o/, 2R8'/o/«1, и k=1t/21п(18зz-1/З). 
где Nc= k/a 11:', 2 1:'/,1. u Ru '1'» 1 

Мы видим, что при lс»а1 сечение излучения в кристал
ле будет значительно больше сечения излучения, определя
емого формулой Бете и Гайтлера (12.18). По порядку вели
чины Nc представляет собой число атомов на длине когере
нтности. 

Наличие в сечении (29.6) множителя Nc выражает эффект 
когерентности, возникающий в кристаллической среде. Благо
даря этому эффекту сечение излучения (27.9), отнесенное 
к одному атому dcr/No, оказывается в Nc » 1 раз больше 
сечения излучения в разреженном газе атомов или в аморфной , 
среде. 

Формулу (29.5) мы получили, предполагая, что взаимодей
ствие электрона с различными цепочками атомов является·· 

независимым. Такая ситуация имеет место, если частица 
движется вдали от кристаллографических плоскостей, плотно 
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«усеянных» атомами [Cl и (n/2-Cl) не малы по сравнению 
с единицей]. Действительно, в этом случае основной вклад 
в (29.3) вносят значения g:x; у" R -1> 2n/а2 3. Функция под 
знаком суммы в этом случае будет плавной функцией перемен
БЫХ g:x; И gy. Так как должно выполняться условие 

gll = o/(gy cos Cl+ g:x; sin Cl)~o', 

то с ростом о' из двойной суммы будет постепенно выпадать 
по одному слагаемому и это не скажется сильно на двойной 
сумме. по g:x; И gy. Поэтому суммирование в (29.3) по g:x; И gy 
может быть заменено интегрированием. 

Рассмотрим теперь тот случай когда электрон движется 
возле кристаллографической плоскости, так что выполняется 
условие Cl« 1 (кроме того, считается, что и o/«R/a1 ). При 
этом с изменением О' для о' "'o/gy из двойной суммы по g:x; 
И gy будут выпадать наборы слагаемых, благодаря чему 
сечение излучения будет резко изменяться при значениях 
ь'=2nnо//а2 (n=1, 2, ... ). В этом случае длина когерентности 
1 = 1/0' будет порядка а2 /О/. Величина а2 /О/ представляет собой 
с v 

длину пути, проходимого частицеи между двумя последователь-

ными столкновениями с цепочками атомов кристалла, рас

положенных в пределах кристаллической плоскости (рис. 4.4). 

~W''''f8-:I-+,+-~-+,+-t-Jl-+о+-t-Jl-+о+--... -
z 

Рис. 4.4. Излучение при движении электрона вдоль кристаллической IШоскости под 

малым утлом к кристаллической оси, лежащей в этой IШоскости 

Резкие максимумы в сечении обусловливаются интерференцией 
волн, излучаемых электроном при взаимодействии с различ
ными цепочками атомов. При этом на длине когерентности 
будут находиться Nc'" 2R/o/a1 атомов из отдельной цепочки 
атомов кристалла, и все эти атомы будут излучать когерентно. 

На рис. 4.5 представлена зависимость интенсивности излуче
ния от частоты ffi для электронов с энергией Е = 1 ГэВ, 
движущихся в кристалле кремния вблизи кристаллографической 
оси <100>. По оси ординат отложена величина 
m 2Z- 2е- 6ffi(dcrс /dffi), а по оси абсцисс-частота в МэВ (пред-
полагается, что u2 = О). Рис. 4.5, а соответствует случаю, когда 
электроны движутся вдали от плотно упакованных атомами 

кристаллических плоскостей и значение угла 0/ соответствует: 
1 мрад (кривая 1), 2 мрад (кривая 2) и 4 мрад (кривая 3). 
Рис. 4.5, б соответствует случаю, когда электроны движутся 
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Рис. 4.5. Спектры излучения электронов с энергией 1 гэв, движущихся в кристaJU1 
кремния под малым углом Ijт к оси (100); а-движение вдали от плотно упакованны 

атомами кристаллических IUIоскостей; б - движение вблизи плоскости (11 О) 

вдоль плоскости (110) под углом ф-=2 мрад к оси (100) 
штрихпунктирная кривая соответствует движению электроне 

вдали от кристаллических плоскостей. Штриховые кривы~ 
соответствуют сечению Бете - Гайтлера (12.18). (В рассмат, 
риваемом случае а 1 =а, а=5,43 А-постоянная решетки, 
и цепочки атомов кристалла, вблизи которых движется эле· 
ктрон, образуют в плоскости, ортогональной оси (100), 
двумерную решетку с а2 =аз =а/2J2-см. табл.4.3.) 
Мы видим, что в области малых частот cr; » cr ВН и что 

при движении электрона вдоль кристаллической плоскости 
сечение излучения обладает резкими максимумами. Плавная 
штрихпунктирная линия на рис. 4.5, б соответствует KoгepeHT~ 
ному излучению электрона на каждой цепочке атомов кристал~ 
ла; кривая с резкими максимумами соответствует случаю, 

когда имеют место когерентный эффект при излучении эле
ктрона на каждой цепочке атомов и интерференционный 
эффект при излучении на различных цепочках атомов. 

Таблица 4.3. Расстояние между плоскостями (в постоянных решетки а) 
для элементов, имеющих кубическую структуру 

тип Число Оси Плоскости 
решетки атомов 

в ячейке (100) (110) < 111 > (100) (110) (111) 

Jcc 4 ] 1(.j2 )3 1(2 l(2.j2 1()3 
Jcc(d) 8 1 1/.j2 fi/4, 1/2 1(2.j2 1/4)3, 

зfi/4 fi/4 
Ьсс 2 1 .j2 fi/2 1/4 1/ .j2 1/2)3 
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§ 30. Излучение при движении вблизи 
кристаллографической плоскости (борновское приближение) 

Мы рассмотрели излучение при движении электрона вблизи 
кристаллической плоскости, предполагая, что о' "'''' /а2 . Теперь 
мы будем предполагать, что по-прежнему частица движется 
вблизи кристаллической плоскости (а. « 1) и выполняется 
условие о' "'\jJа./аз , а не условие 8' "'\jJa2 • 

В этом случае основной вклад в сечение когерентного 
излучения (27.11) вносят слагаемые с g % = g у = о и сечение 
излучения имеет вид 

duc _ 2е 2/)' Е' "[1 002 2 /)' (1 /)' )] 1 12 _g2;; ----- - L., +--- - -- u е > 

doo m 2дЭ 200 Е g;i!'o'/8 2ЕЕ' Эgх Эgх 9 , 
(30.1) 

где 8=\jJa.-угол между импульсом падающего электрона 
и кристаллографической плоскостью (у, z). 

Формула (30.1) показывает, что в рассматриваемом случае 
суммарная потенциальная энергия (27.1), зависящая от трех 
координат, может быть заменена функцией и (х) от одной 
координаты х, представляющей собой усредненную потенци
альную энергию кристалла по координатам у и z: 

(30.2) 

где Lу-линейный размер плоскости вдоль оси у. Величину 
и (х) можно рассматривать как потенциальную энергию 
взаимодействия частицы с совокупностью непрерывных плос
костей атомов кристалла, расположенных параллельно плос
кости (у, Z),-CM. формулу (42.1). Иными словами, вся 
плоскость в целом, вблизи которой движется частица, 
в рассматриваемом случае выступает в роли элементарного 

объекта, в результате взаимодействия с которым происходит 
излучение. 

Если считать формально расстояние между плоскостями 
аз очень большим (аз --НХ), то очевидно, что суммирование 
по gx может быть заменено интегрированием по (аз /2тс)dgу • 
При этом сечение излучения приобретает вид 

В случае экранированного кулоновского потенциала спек
тральное распределение излучения, даваемое формулой (30.3), 
представлено на рис. 4.6, а. Кривые 1 и 2 соответствуют 
электронам с энергией Е = 1 ГэВ, движущимся соответственно 
под углами 8=0,2 и 0,4 мрад к кристаллической плоскости 
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Рис. 4.6. Спектры излучения элеКТРОН08 с энергией 1 ГэВ 8 поле непрерывного потенциала 
(110) плоскостей кристалла кремния при падении частип на кристалл под различными. 

углами к плоскостям: а-вычисления по формуле (30.3); б-по формуле (30.1) 

(110) кристалла кремния (а 1 =а=5,43 А, а2 =аз =а/2j2; те· 
ruювое смещение атомов не учитывается). На рис. 4.6, б 
изображена эта же величина, вычисленная по точной формуле 
(30.1), когда суммирование не заменяется интегрированием' 

10 

EfAJ 

Рис. 4.7. Спектр излучения электрона во всей 
области частот при движении под малым углом 

е к кристаллографической плоскости 

(е = 0,4 мрад). 

Мы видим, что здесь 
про являются резкие мак

симумы, обусловленные 
интерференцией волн, из
лученных частицей при 
взаимодействии с различ
ными плоскостями. В 
формуле (30.3) эти мак
симумы заинтегрирова· 

ны (штрихпунктирная 
кривая на рис. 4.6, б со
ответствует величине 

rodcrc/dro, найденной по 
формуле (30.3) при 

е=0,4 мрад). Увеличение сечения излучения в области малых 
частот по сравнению с результатом Бете и Гайтлера 
(штриховая линия на рис. 4.6) обусловлено эффектом когерен
тности излучения электрона в кристалле. В рассматриваемом 
случае электрон излучает когерентно, взаимодействуя с ато
мами, расположенными в пределах отдельной кристалличес
кой плоскости. 

Качественный ход спектрального распределения излучения 
во всей области частот при \j1 «1 и rJ.« 1 представлен на 
рис. 4.7. В области частот Ф""'41tу 2\j1 /а2 ДЛЯ излучения сущест
венно взаимодействие электрона с отдельными цепочками 
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атомов кристалла, расположенными в плоскости параллельно 

оси z; а в области ro-41tу 28jаз -взаимодействие с отдельными 
плоскостями атомов. Небольшие максимумы в спектре излуче
f/ИЯ при ro ~ Е обусловлены интерференцией волн, излучаемых 
электроном при взаимодействии с отдельными атомами решет
КИ. Положения этих максимумов определяются из условия 
8'=21tnja1 , где n=1,2, ... (см. §28). 

§ 31. Высшие борновскне приближения в теории излучения 

До сих пор мы рассматривали излучение электрона в кри

стаjше в первом борновском приближении квантовой элект
родинамики. Если бы мы имели дело с одним атомом, то 
параметром квантовоэлектродинамического разложения в те

ории излучения была бы величина Ze 2 j1iv. Первым борновским 
приближением в случае излучения электрона в поле одного 
атома можно пользоваться, если эта величина мала по 

сравнению с единицей. Это и есть критерий применимости 
первого борновско'ГО приближения. При излучении в поле 
цепочки атомов, как показано в § 14, вместо параметра Ze 2 j1iv 
выступает параметр Nc Ze 2 jhv, где Nc - число атомов цепочки 
на длине когерентности. Если этот параметр не мал, то 
недостаточно пользоваться первым борновским приближением. 

Рис. 4.8. Диаграммы Фейнмана проuесса излучения, соответствующие второму борновс, 
кому приближению по взаимодействию электрона с виеurnим полем 

Такая ситуация имеет место при излучении быстрых частиц 
в кристаллах и, следовательно, в этом случае необходим учет 
следующих приближений. В этом параграфе мы рассмотрим 
излучение быстрой частицы в кристалле с учетом вклада 
в излучение второго борновского приближения [11]. 

На рис. 4.8 изображены диаграммы Фейнмана, соответст
вующие второму борновскому приближению теории возмуще
ний по взаимодействию электрона с внешним полем (второе 
борновское приближение). Диаграммы первого порядка пред
ставлены на рис. 2.2. 

Матричный элемент, описывающий излучение с учетом 
второго борновского приближения, имеет вид 

М=М1+М2 + ... , (31.1) 
где М1 определяется формулой (12.3) и М2 -матричный 
элемент, соответствующий диаграммам рис. 4.8: 

(31.2) 
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Здесь u и и' -бислиноры иачального и конечного элсктроно .. 1 
el1 -вектор поляризации излученного фотона, Uq-фурье;;, 
компоненты потенциа~ной энергии взаимодействия частицЪJЩ 
с внешним полем, Q2-q-ql'j 

Q _ Рl -q+m Рl -ql +m + Р2 +q2 +m Рl -ql +m + ,1 
211-YI1 f' Уо cr Уо Уо " YI1 cr Уо ,i 

+ P2+Q2+m P2+Q+m 
Уо " Уо f У", 

a=2pIQ1-QI, "С = -2Р2Ч2+Ч~' P=P"Y I1 

произведение четырехмерных векторов Р" и У". 

Подставляя разложение (31.1) в (12.5), получим сечени . 
излучения с учетом второго борновского приближения: 

е 2 dЗр'dЗk -
dа=4ФЕЕ' (2л)4 o(E-Е'-ro)(/М1 / 2 +2RеМ1 М;+ ... ). (31 .. 

В общем случае вычисление вклада в сечение (31.4 . 
вносимого вторым борновским приближением, доволь '. 
громоздко, поэтому мы ограничимся рассмотрением толь 

простейшего случая, когда движение частицы в криста 
происходит вблизи кристаллографической плоскости, и 
взаимодействие с плоскостью описывается одномернь', 
потенциалом (30.2), причем будем предполагать, что al = а2 =" 
и аз-+оо. . 

Фурье-компонента потенциальной энергии Uq 
может быть записана в виде 

где о (Q)-дельта-функция и F(qx )-фурье-компонента одноме 
ной потенциальной энергии (30.2). Если потенциал отдельно 
атома решетки представляет собой экранированный потенци 
Кулона (7.5), то 

При этом матричный элемент (31.1) при обретает вид 

М= ~22 o(qz)o(qy){u'e"Ql"UF(qx)+ 

+2~f dQ1x u'e"Qz"uF(Q1X)F(QZx)+ ... }. 

Переходя в сечении (31.4) к переменным 
импульса q (см. § 12) и учитывая, что квадрат 
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равен 

где L y и L z - линейные размеры кристалла вдоль осей 
у и Z, получим 

dcr=LyLz ~ Е' ~ dro dy d х 
а4 ~п2 Е т 2 ro .JI=Y2 qx 

х {I-;; el'Qll'u 121 F(q) 12 +2 Re и' el'Qll'u х 

х ;п f dqlx (и' eI'Q2I'U)* F(q )F(ql ) F(q2)}' (31.8) 

При вычислении поправки, связанной со вторым борновским 
приближением, мы учтем только первое слагаемое разложения 
этой поправки по обратным степеням энергии частицы, вно
сящее наибольший вклад в поправку. Выполнив усреднение 
по поляризациям на чальных частиц и просуммировав по 

поляризациям конечных частиц, получим следующее выражение 

для сечения излучения, отнесенного к одному атому [11]: 

(31.9) 

При выводе этой формулы мы воспользовались соотношением 
(31.6) для функции F{Qlx) и пренебрегли интерференцией волн, 
излучаемых частицей при взаимодействии с различными плос
костями атомов, расположенными периодично вдоль оси х. 

(Учет этой периодичности не представляет труда, для этого 
необходимо только интеграл по qx заменить суммой по 
векторам обратной решетки-см. § 30.) 

Формула (31.9) показывает, что поправка к сечению ко
герентного излучения быстрой частицы в кристалле (30.3), 
связанная со вторым борновским приближением, зависит от 
знака заряда частицы, причем для позитронов эта поправка 

положительна, а- для электронов она отрицательна. Этот 
результат имеет простой физический смысл. Позитрон, подле
тая к плоскости, плотно «усеянной» атомами, отталкивается 
от этой плоскости. Из-за этого он больше времени проводит 
вблизи центра плоскости, где потенциал и(х) имеет мак
симальный градиент (см. рис. 6.1) и, следовательно, сильнее 
излучает, чем электрон. 

Отметим, что различие излучений электрона и позитрона 
в кристалле в рассматриваемом случае определяется парамет-
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ром RZe 2 / Еа 2 е 2 , а не непосредственно величиной Nc Ze 2 /1iv} 
Дело в том, что в § 14 при выводе формулы для сечения: 
излучения в эйкональном приближении были отброшены слага·< 
емые, пропорциональные Е - 1, И показано, что в этом случае1 
параметром разложения является величина NeZe 2 / 1iv. Теперь', 
же при выводе формулы (31.9) мы сохранили первое слагаеМое; 
разложения по обратным степеням энергии, что и привелО,;' 
к параметру RZe / Еа 2 е 2. Таким образом, мы видим, что', 
в квантовоэлектродинамической теории возмущений, в деЙст.:.-[ 
вительности играют роль два параметра: N c Ze 2 /1ii. 
и RZe 2 / Еа 2 е2 . При достаточно больших энергиях частицы\ 
(Е-+оо) остается только первый парамеТР"I' 

Параметр, определяющий различие в излучении электрОнОJl ... , •......... 
и позитронов в поле (30.2), может быть записан в виде " 

RZe 2 82;' 
---Т-82 '" ~ , (31.1 01'. 
Ба 8 <~ 

где ее=) 4RZe 2 / Еа 2 -критический угол плоскостного кана;.! 
лирования [18, 19]. Угол ее определяет по порядку величищ,1 
значение угла е падения частицы на кристалл по отношеНm()'~ 
к кристаллографической плоскости, при котором возможн~~ 
явление каналирования (см. гл. 6). Поправка к сечению излуче4'~ 
ния, связанная со вторым борновским приближением, должна~ 
быть мала по сравнению с вкладом в излучение, вносимым,~ 
первым борновским приближением, поэтому формула (31.9)~' 
справедлива, если, 

е»ес . (31.11);~ 
Таким образом, формулы первого борновского приближениi:!: 

справедливы, если движение частицы в кристалле происходиi,": 
под большими углами к кристаллографическим плоскостям:~; 
по сравнению с углами, при которых возможно явление:;i 
каналирования частиц. . ',,': 

Сравнивая поправку к сечению когерентного излучени~:~! 
частицы в кристалле с соответствующей поправкой к сечению:1' 
излучения на изолированном атоме [12 ]:t 

( е Ze 2 т ) dcr=dcrBH 1 +---+ ... , 
lel hv Е 

(31.12)~] 

видим, что в поле отдельного атома при больших Е эта/'. 
поправка всегда мала, тогда как в кристалле при малых:'~ 
е она может давать заметный вклад в излучение. А при·! 
е", ее борновское приближение вовсе теряет смысл и анализ: 
процесса излучения должен проводиться с учетом всех бор"!': 
новских приближениЙ.,z 

При Е-+оо согласно (31.9) поправка к сечению KoгepeHTHOГO~ 
излучения исчезает. Исчезнет при этом и различие между~ 
излучением электронов и позитронов. '; 
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§ 32. Классическая теорня когерентного нзлучення 

Мы рассматривали излучение электрона в кристалле в пер
вом и во втором борновских приближениях. Этими п})иближе
ниями можно было пользоваться, если \jJ» \jJc и NcZe 2 / hv« 1. 
Если выполняется неравенство Nc Ze 2 / hv» 1 противоположное 
условию применимости борновского приближения, и, кроме 
того, имеет место неравенство пю« Е, то излучение можно 
трактовать классически. Излучение в этом случае определяется 
траекторией частицы в веществе, которая находится из урав
нения движения 

(32.1) 

Покажем, что в случае, когда потенциальная энергия 
взаимодействия частицы с полем решетки может рассмат
риваться как малое возмущение, спектральная плотность 

излучения, даваемая классической теорией, будет совпадать 
со спектральной плотностью излучения, вычисленной в кван
товой электродинамике в первом борновском приближении, 
если пренебречь отдачей при излучении [13, 20]. Малость 
потенциальной энергии означает, что траектория частицы 
близка к прямолинейной и угол ее рассеяния мал. 

Решение уравнения движения (32.1) будем искать в виде 
ряда по степеням потенциала: 

у(! )~Yo +Уl (! )+У2 (t)+ ... , 

r(t)~ro+vot+ J dt'Vl(t')+ ... , 
о 

(32.2) 

где rо-точка влета частицы в среду и vо-начальная скорость. 

Первые члены этого разложения для релятивистской частицы 
имеют вид 

1 
Уl (t)=-

Е 

t 

f dt' ~ Lu(ro+vot'-r"), 
др ,. 

-00 

I t· 

V2(t)=-~VО(Vl(t))2+ f dt' f dt"(V 1 (t")aOp )V1 (t'), 
-00 -00 

(32.3) 

где р-компоненты вектора ro в плоскости, ортогональной уо. 
Подставляя разложения (32.2) в формулу (3.2), определя

ющую спектральную плотность излучения заряженной частицы 
в классической электродинамике, получим в первом приближе-
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нии по потенциалу 

00 

dtff =е2ю Jdq [1-2 ~(l-~)J IS dtVl (t)eiqtI2. 
dю 2п q2 q q 

(32.4) 

о 

При выводе этой формулы также использовано соотношение 
00 = 1 k 1, что оправдано, если можно пренебречь влиянием 
поляризации среды на излучение (см. § 3). 

Формула (32.4) должна быть усреднена по точкам влета 
ro частиц в кристалл. Воспользовавшись с этой целью 
фурье-разложением потенциальной энергии 

u(r )=(2n)-З S dЗqUq exp(iqr), 

находим, что 

(32.5) 

где qll И q-L - компоненты вектора Ч, параллельная и ор

тогональные вектору уо, причем qll~Б. При выводе (32.5) 
предполагалось, что распределение частиц по ro является 

равномерным. Выполнив в (32.5) еще усреднение по тепло
вым колебаниям атомов в решетке и заметив, что спект
ральная плотность излучения < dlff / doo > связана с дифферен
циальным сечением излучения частицы в кристалле dcr! doo 
соотношением 

( dtff)_L N-l dcr - - n о 00-, 
dю dю 

LnS=No, 

получим формулу (27.9), если в последней пренебречь отдачей 
при излучении. (Отметим, что некогерентная часть сечения 
излучения при этом воспроизводится с логарифмической точ
ностью.) Таким образом, мы пришли к формуле, справедливой 
в борновском приближении, но приведенный вывод не требует 
условия применимости борновского приближения. Необходимо 
лишь, чтобы угол рассеяния частицы в пределах длины 
когерентности был достаточно мал. 

Аналогичный результат нетрудно получить и в случае, 
когда !ioo",E. Действительно, при выполнении условия 
Nc Ze 2 / !iv» 1 вероятность излучения ультрарелятивистского 
электрона с учетом эффекта отдачи при излучении определяется 
формулой (17.2). Подставив в эту формулу разложение (32.2) 
для траектории частицы во внешнем поле, находим с учетом 

соотношения (12.4), что в первом приближении по потенциалу 
вероятность излучения (17.2) будет совпадать с формулой 
(27.6) борновской теории тормозного излучения, справедливой 
при малых значениях переданного импульса (q -L «т). Послед-
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няя же формула, фактически, является исходной в теории 
когерентного излучения быстрых электронов в кристалле. 
Мы видим, что формула (27.9) для сечения излучения, 

полученная в борновском приближении, имеет в действитель
ности область применимости гораздо большую, чем область 
применимости самого борновского приближения. Таким об
разом, когерентные и интерференционные эффекты проявля
ются как при квантовом, так и при классическом рассмот

рении процесса излучения релятивистского электрона в кри

сталле. 

Интересно отметить, что почти все эксперименты по 
про верке предсказаний борновской теории когерентного излуче
ния были выполнены в условиях, когда борновское приближе
ние несправедливо. Вместе с тем, было обнаружено хорошее 
согласие между результатами экспериментов и результатами 

первого борновского приближения (см. обзоры [6-8] и ссылки 
в них). Полученные выше результаты показывают, что причина 
такого согласия заключается в совпадении формул квантовой 
и классической теорий излучения быстрых частиц в кристаллах 
в том случае, когда кристаллическое поле слабо возмущает 
движение частицы. 

При выводе формулы (32.4) мы сохранили только первый 
член разложения спектральной плотности излучения по потен
циалу. В случае движения электрона вблизи одной из кристал
лографических плоскостей в поле вида (30.2) нетрудно учесть 
вклад в излучение и следующего члена разложения спект

ральной плотности излучения по потенциалу. Полученная при 
этом формула для спектра излучения совпадает с соответст
вующим результатом борновской теории когерентного излуче
ния (31.9), если в последней пренебречь отдачей при излучении. 
Такое совпадение формул квантовой и классической теорий 
излучения (как главных членов, так и первых поправок к ним) 
обусловлено тем, что если в (31.9) перейти от сечения 
к спектральной плотности излучения (напомним, что 
<C')=LnNC; l l1m(J'), то конечный результат при I1ш«Е ока
зывается не зависящим от постоянной Планка 11. 

§ 33. Условия "рименимости результатов 
теории когереитного излучения 

Рассмотрим теперь условия применимости результатов 
изложенной выше теории когерентного излучения релятивистс
ких частиц в кристаллах. 

Результаты борновской теории когерентного излучения 
быстрых частиц в кристаллах, как отмечалось выше, справед-

_ ливы в значительно большей области, чем область примени
мости самого борновского приближения. Связано это с тем, 
что формулы для спектральной плотности излучения, получен
ные в рамках квантовой и классической теорий излучения 
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в первом приближении по потенциалу, полностью совпадают. 
Но такое совпадение формул имеет место далеко не всегда. 
Для этого требуется, прежде всего, чтобы траекторию частицы 
в кристалле и спектральную плотность излучения можно было 
искать в виде ряда по степеням потенциала. Таким об
разом, формула (32.5) справедлива, если выполняются 
условия 

(33.1) 

где ~ 't ~ 8 - 1 / v - интервал времени, на котором формируется 
излучение, V1(~'t) и V2(~'t)-значения v1 (t) и V2(t) на этом 
интервале времени. Так как характерные значения углов 
излучения релятивистской частицы по. порядку величины 
равны у-1, то первые два неравенства (33.1) могут быть 
записаны в виде 

(33.2) 

т. е. требуется, чтобы угол рассеяния частицы на длине 
когерентности излучения /с был мал по сравнению с харак
терным углом ее излучения. Это неравенство представляет 
собой условие дипольности излучения релятивистской частицы 
в кристалле (см. § 5). 

Последнее из неравенств (33.1) требует, чтобы кристал
лическое поле мало возмущало движение частицы в пределах 

длины когерентности, т. е. требуется, чтобы траектория в преде
лах длины когерентности была близка к прямолинейной. 
Учитывая формулы (32.3), можно дать следующую оценку 
дЛЯ V2 (!с): 

V2 (!с) ~ Icv1 (Ее) Р -1. 

При этом последнее из неравенств (33.1) приобретает вид 

Ic V 1 (!с)« р. (33.3) 

Соотношения (33.2) и (33.3) показывают, что условия 
при мени мости формулы (32.5) существенно зависят от энергии 
частицы, частоты излученного фотона и ориентации кристал
лографических осей относительно падающего пучка. Рассмот
рим более подробно эти условия в области характерных 
частот излучения (частот, при которых спектральная плотность 
излучения максимальна) при движении частиц в кристалле 
вблизи одной из кристаллографических осей и плоскостей. 

При движении электрона в кристалле под малым углом 
~ к одной из кристаллографических осей характерные частоты 
излучения по порядку величины равны ro~У ~ / R (см. формулу 
(29.6)). В этой области частот, согласно (32.3), 

V1 (О'" Ze 2 / E~a 
и, следовательно, в рассматриваемом случае неравенства (33.2) 
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и (33.3) приобретают вид 

Ze 2 Ze 2 

-«1, --2«1. (33.4) 
таф Еаф 

Если частица движется вблизи одной из кристаллографичес
ких плоскостей, то согласно (30.1) характерные частоты 
излучения по порядку величины равны (j)"" у 2 е / R. Угол рас
сеяния на длине когерентности в этом случае по порядку 

величины равен 

Vl ис)- RZe 2 / Ба 2 е. 

Используя это соотношение, неравенства (33.2) и (33.3) можно 
записать в виде 

и 
RZe 2 

-2-2«1. 
Еа в 

(33.5) 

Первые из неравенств (33.4) и (33.5) представляют собой 
условия дипольности излучения частицы в кристалле. Вторые 
из этих неравенств требуют, чтобы движение частицы в кри
сталле происходило под углами к кристаллографическим осям 
и плоскостям, значительно превосходящими критические лы 

осевого Ф е = J 4Ze 2/ Ба и плоскостного ее = 4 RZe 2 / Ба 2 ка
налирования. 

Таким образом, формулы борновской теории когерентного 
излучения релятивистскими частицами в кристалле справед

ливы, если отсутствуют явления каналирования и надбарьер
ного движения частиц и если угол рассеяния на длине 

когерентности мал по сравнению с характерным углом излуче

ния релятивистской частицы. Кроме того, требуется, чтобы 
частота излученного фотона была не очень мала, так чтобы 
можно было пренебречь влиянием на излучение поляризации 
среды и многократного рассеяния частицы на неоднородностях 

потенциала решетки. Необходимо также, чтобы толщина 
кристалла была не очень велика, так чтобы при прохождении 
частиц через кристалл не успел развиться электромагнитный 
ливень и чтобы имело место равнораспределение частиц пучка 
по прицельным параметрам. 

При нарушении каждого из указанных условий возникают 
новые эффекты в излучении. 

§ 34. Когерентное образование в кристалле 
электронно-позитронных пар фотоном 

Когерентные и интерференц:iюнные эффекты проявляются 
не только при излучении, но и при образовании электронно
позитронной пары фотоном в кристалле. Связано это с тем, 
что при высоких энергиях процесс образования пары разыг
рывается в большой области вдоль импульса фотона, которая 
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может превысить расстояние между атомами в решетке. 

Существенным различием между процессами излучения и об
разования пары в кристалле является то, что периодичность 

решетки начинает оказывать влияние на сечение образования 
пары при существенно больших энергиях частиц, чем на 
сечение излучения. Причина этого в том, что максимальное 
значение длины когерентности процесса образования элект
ронно-позитронной пары 1+ = 2Е + Е _ / т 2оо достигается при 
значениях энергии позитрона и электрона, равных половине 

энергии фотона Е+ =Е_ =00/2, и, следовательно, длина 1+ мо
жет стать сравнимой с постоянной решетки а только начиная 
со значений энергий фотонов, по порядку величины равных 

(34.1) 

в случае же излучения длина когерентности Ic=2E(E-m)/т 2m 
содержит множитель Е /00, который при малых частотах 00« Е 
значительно увеличивает длину когерентности по сравнению 

с длиной 1+ и, следовательно, в процессе излучения условие 
Iс »а может выполниться при энергиях частиц Е меньших, 
чем в процессе образования пары. 

Формулы, описывающие процесс образования электронно
позитронной пары фотоном в кристалле, могут быть получены 
так же, как это было сделано в предыдущих параграфах 
при изучении процесса излучения в борновском приближении 
квантовой электродинамики. Общее выражение для сечения 
образования пары в кристалле при этом может быть 
записано в виде 

(34.2) 

где dcr; и dcrf-сечения процессов некогерентного и когерент
ного образования электронно-позитронной пары в кристалле, 
отнесенные к одному атому решетки, 

(34.3) 

Здесь dcr~н-сечение образования пары на изолированном 
атоме (12.21), 

dcrl = е 2з dE2+ fd3q q~[~-1 +2 О± (1- o±)J/ uq / 2 e-q2;;Z, 
8х (й qll 2Е_ Е+ qll qll 

(34.5) 

gll И gl. -компоненты переданного импульса g=k-p+ -р-, 
параллельная и ортогональные импульсу падающего фотона 
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и 0+ =m2 оо/2Е_Е+. Суммирование в (34.4) распространяется 
на значения gll ~ О± . 

Структура формулы (34.2) для сечения образования пары 
та же, что и структура соответствующей формулы для сечения 
излучения электрона в кристалле (27.9), поэтому результаты, 
которые мы получили при анализе формулы (27.9), должны 
содержаться и в формуле (34.2). Так, в случае экранированного 
потенциала Кулона (7.5) поправка к сечению некогерентного 
излучения, обусловленная сечением dcr f, равна 

d ±_16e6Z2dE+(E2 Е 3 2)В cr ------ + -О) + +-0) , 
13т2 0)3 4 

(34.6) 

где В определяется соотношением (27.14), и, следовательно, 
сечение d cr ; незна чительно (в пределах 5 -;- 25 % ) отличается 
от сечения образования пары на изолированном атоме dcr iIi.: 

Сечение когерентного образования электронно-позитроннои 
пары dcr t- существенно отличается от сечений dcr f и dcr:H 

в случае, когда фотон падает на кристалл под малым углом 
к одной из его осей или плоскостей и, кроме того, если 
в пределах длины когерентности 1+ находится большое число 
атомов решетки, т. е. если выполняется условие l± »а. В этом 
случае в соответствии с формулой (29.3) 

dcr1'= е22 I g~[~-1+28±(1-8±)JIUgI2е-g2;';>, 
dE+ (J) /t;. gll 2Е_ Е+ gll gll 

9х• 9у 

(34.7) 

где 

gll =\j1(gyCosa.+gxsina.)~o±, 
2 2 2 g.l=gx+gy, 

\j1- угол между импульсом фотона k и кристаллографической 
осью z(\j1«R/al) и а.-угол между проекцией вектора k на 
плоскость (х, у) и осью у. 

Если же взаимодействие фотона с различными цепочками 
атомов является независимым (цепочки параллельны оси z), 
то суммирование по gx и g в (34.7) можно заменить на 
соответствующие интегралы. При этом сечение (34.7) приоб
ретает вид 

(34.8) 

причем gll ~ Ь ± . 
Рассмотрим, наконец, случай, когда фотон падает на 

кристалл под малым углом к одной из кристаллических 

плоскостей (а.« 1) и выполняется условие О± "'Ч1а./аз (пред-
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полагается также, что мал и угол '" между импульсом 
фотона и осью z). Тогда основной вклад в сечение (34.7) 
вносят слагаемые с gy=O и это сечение может быть 
представлено в виде 

где е = "'((. 
Формулы (34.7)-(34.9) показывают, что при малых значе

ниях углов '" и (Х в качестве основного элемента, при 
взаимодействии с которым происходит образование фотоном 
электронно-позитронной пары, выступает не отдельный атом, 
а цепочка атомов или вся плоскость атомов, вблизи которой 
происходит движение. Это в свою очередь приводит к когерент
ным и интерференционным эффектам, проявляющимся при 
образовании пары. 

Для иллюстрации полученных результатов на рис. 4.9 пред
ставлена зависимость сечения когерентного образования пары 
от энергии позитрона Е+ дЛЯ фотонов с энергией 00= 100 ГэВ, 

2(){} 

2 

0,3 0,5 
Q 

Рис. 4.9. Сечение когерентною образования электронно-позитронной пары фотоном 
с энергией 0>=100 [эв, падающим на кристалл кремни!! под малым yrлом Ijr К ОСИ 
(100): а-вычисления по формуле (34.8); б-по формуле (34.7) при падении фотона 

вдоль плоскости (110) 

падающих на кристалл кремния под малым углом к оси < 1 00). 
Значение и 2 в вычислениях положено равным нулю. Графики 
рис. 4.9, а соответствуют результатам вычислений сечения обра
зования пары по формуле (34.8) при значениях угла "', равных 1; 
2 и 4 мрад. График рис. 4.9, б соответствует случаю, когда 
фотон падает вдоль плоскости (11 О) под углом '" = 2 мрад к оси 
(100). Штриховая линия на этом рисунке соответствует сечению 
образования пары фотоном на изолированном атоме (12.21), 
штрихпунктирная - формуле (34.8). 
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Приведенные графики непосредственно показывают, что 
сечение когерентного образования пары фотоном в кристалле 
существенно отличается от сечения образования пары на 
изолированном атоме. Плавные кривые на рис. 4.9, а соответ
ствуют когерентному образованию пары фотоном при вза
имодействии с каждой цепочкой атомов; кривая с резкими 
максимумами на рис. 4.9, б соответствует случаю, когда имеет 
место когерентный эффект при образовании пары на каждой 
цепочке атомов и интерференционный эффект при образовании 
пары на различных цепочках атомов, расположенных в плос

кости, вблизи которой происходит падение фотона. 
Аналогичные эффекты имеют место и в случае, когда 

сечение образования пары определяется формулой (34.9), с той 
лишь разницей, что сечение (34.9) дает заметный вклад 
в процесс образования пары в кристалле при существенно 
больших значениях энергий фотонов, чем сечения, определя
емые формулами (34.7) и (34.8). 

Условия применимости приведенных выше формул те же, 
что и условия применимости соответствующих формул теории 
когерентного излучения быстрых частиц в кристалле (см. § 33). 
В частности, несмотря на то, что формула (34.7) получена 
на основе первого борновского приближения квантовой теории 
возмущений, она справедлива в существенно большей области, 
чем область применимости самого борновского приближения. 
Связано это с тем, что основной вклад в (34.7) дают значения 
переданных импульсов g'" R - 1 «т. Но в этой области пере
данных импульсов сечения образования пары, полученные 
в первом борновском приближении, в приближении эйконала 
и в квазиклассическом приближении совпадают. 



ГЛАВА5 

РЕГУЛЯРНОЕ И ХАОТИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ 

БЫСТРЫХ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 

В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПОЛЯХ 

§ 35. Приближение непрерьmных цепочек 

При движении в веществе быстрая заряженная частица 
последовательно взаимодействует со многими атомами среды. 
При этом взаимное расположение атомов относительно им~ 
пульса падающей частицы может оказать существенное влияние 
на характер ее движения. 

В аморфной среде столкновения с различными атомами 
являются случайными, поэтому ориентационные эффекты в pac~ 
сеянии в этом случае отсутствуют. 

В кристаллической среде существуют выделенные направ~ 
ления (плотно упакованные атомами кристаллографические 
оси или плоскости), при движении вблизи которых существенны 
корреляции между соударениями быстрой частицы с атомами 
решетки. В результате этих корреляций движение частицы 
в кристалле будет существенно отличаться от движения 
в аморфной среде. 

Если частица движется в кристалле под малым углом 
к одной из кристаллографических осей или плоскостей, то 
будет большой эффективная константа ее взаимодействия 
с атомами решетки. Движение в этом случае может быть 
рассмотрено в рамках классической механики. 

В классической механике траектория частицы во внешнем 
электрическом поле определяется уравнением 

d mv(t) 

dt Jl-v 2 (t) 
-VU(г), (35.1 ) 

где V(t)-СКОрОСТЬ частицы и т-ее масса. В случае движения 
в кристалле величина U(r) представляет собой сумму потен
циальных энергий взаимодействия частицы со всеми атомами 
решетки: 

U(r)= L u(r-rn ), (35.2) 
n 

где гn-положение атома в решетке. 

При движении в кристалле под малым углом \)! к одной 
из кристаллографических осей (оси z), как отмечал ось выше, 
существенны корреляции между последовательными соударе

ниями частицы с атомами решетки. Корреляции проявляются 
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в ТОМ, что изменение прицельного параметра между после

довательными соударениями частицы с атомами мало по 
сравнению с прицельным параметром, так что движение 

частицы в кристалле будет определяться, в основном, средним 
непрерывным потенциалом цепочек атомов кристалла-потен

циалом решетки, усредненным по координате z; 
+00 

и(р)=± f dzU(r), (35.3) 

-00 

здесь L - толщина кристалла. 
Действительно, угол рассеяния релятивистской частицы на 

отдельном атоме решетки мал, 

2Ze 2 

91 "'--, 
Evp 

где р-прицельный параметр, поэтому если частица падает 
на кристалл под малым углом \jf к оси Z, то изменение 
прицельного параметра др на соседних атомах решетки 
(рис. 5.1) будет по порядку 
величины равно 

др'" а1 тах (ЧF, 91)' 
а1 -расстояние между атома

ми вдоль оси z. Ясно, что 
при достаточно больших 
Е и малых \jf всегда может 
быть выполнено неравенство 

др « р, (35.4) 

Рис. 5.1. Столкновения заряженной частицы 
с соседними атомами решетки 

при котором траектория частицы будет плавно изменяться 
с глубиной проникновения в кристалл (по существу, требуется 
выполнение условия (35.4) в области p",R, где R-радиус 
экранирования атома, дающей основной вклад в рассеяние). 
В этих условиях для описания движения частицы в кристалле 
несущественны неоднородности потенциала вдоль оси z при 

переходе от одного атома к другому. При этом потенциальная 
энергия движущейся в кристалле- частицы (35.2) может быть 
записана в виде 

И(Т)= и(р)+ои. (35.5) 

Здесь ои -отклонение потенциала решетки от среднего значе
ния и(р), причем величина ои может рассматриваться как 
малое возмущение. 

Приближение непрерывных цепочек было введено Линд
хардом [l] при рассмотрении движения в кристалле нереля
тивистских каналированных положительно заряженных частиц. 
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В релятивистском случае этим приближением можно пользо
ваться как для каналированных, так и для неканалированных 

частиц. Необходимо лишь, чтобы угол Ф был достаточно 
мал, а энергия частицы Е была достаточно велика (см. § 29 
и § 30). 

В настоящей главе мы будем интересоваться особенностями 
движения быстрой заряженной частицы в кристалле в поле 
непрерывного потенциала цепочек атомов (35.3). При этом 
мы будем исходить в основном из классической картины 
движения. Вопрос о влиянии на движение неоднородности 
потенциала решетки будет рассмотрен в гл. 8. 

В приближении непрерывной цепочки уравнение (35.1) 
приобретает вид 

d mv(t) 

dt JI-v 2 (t) 
-VU(р). (35.6) 

Из этого уравнения вытекает, что в поле непрерывного 
потенциала кристалла сохраняется составляющая импульса 

частицы PII' параллельная оси z. При этом в плоскости 
(х, у), ортогональной оси z, траектория будет определяться 
уравнением 

.. 1 д U( ) 
р=--- р, 

E II др 
(35.7) 

где Е[[ =Jpn +m 2 , Е[[;::;;;Е и р=(х, у). 
Потенциал И (р), в котором происходит движение, является 

периодической функцией координат х и у. Модуль этого 
потенциала максимален при значениях координат рn=(хn , Уn), 
характеризующих положения цепочек атомов в плоскости 

(х, у), причем с увеличением расстояния от цепочки величина 
I U(p)1 быстро убывает. Поэтому потенциальная энергия U(р) 
может быть представлена в виде суммы потенциальных энергий 
взаимодействия частицы с отдельными цепочками атомов 
кристалла, расположенными параллельно оси z: 

+00 

U,(p)=~ f dz I u(p+uk , z), 
L k 

U(р)= I U,(р- Рn)' (35.8) 
n 

-00 

где суммирование по k в формуле для U,(р) происходит по 
положениям атомов в отдельной цепочке атомов и Uk-Te

пловой разброс положений этих атомов относительно оси 
цепочки. Предполагая, что распределение положений атомов 
по Uk имеет гауссов вид со средним_квадратом смещения 

атома вдоль одной из осей, равным и 2 , находим 
+00 

U,(р)= 1 fd2ue-U2/2~ f dzu(p+u, z). 
a1 u 2 

(35.9) 

- 00 
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В случае, когда потенциал атома представляет собой ЭК
рани~ванный потенциал Кулона (7.5), как легко проверить, 

при и 2 =0 

u ( )=2ze 2 К (f) 
r Р О R ' 

а! 
(35.10) 

где Ко (х) - модифицированная функция Ханкеля. 
Первый интеграл движения уравнения (35.7) имеет вид 

(35.11) 

где E.l =Е\j12j2-энергия поперечного движения и ро-коор
динаты точки влета частицы в кристалл. 

Таким образом, траектория частицы в кристалле в плос
кости (х, у) определяется поперечной энергией E.l И непрерывной 
потенциальной энергией И(р). Величина и(р), в свою очередь, 
определяется потенциальной энергией взаимодействия частицы 
с отдельным атомом кристалла, температурой решетки и ин
дексом кристаллографической оси, вблизи которой происходит 
движение. 

Рассмотрим в качестве примера движение релятивистских 
позитронов и электронов в кристалле кремния в плоскости 

(х, у), ортогональной оси (111). На рис. 5.2 представлены 

Рис. 5.2. Эквипотенциальные поверхности непрерывной потенциальной энерrии взаимодей
ствия позитрона с цепочками атомов кристалла кремния в плоскости, ортогональной 

оси (111), и типичные траектории каналированных и надбарьерных электронов (с, а) 
и позитронов (d, Ь) в этой плоскости 
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эквипотенциальные поверхности непрерывной потенциальной 
энергии И (р) = const взаимодействия позитрона с полем решет
ки для этого случая. Вычисления выполнены в модели Мольер 
для потенциала отдельного атома решетки с учетом тепловых 

колебаний атомов при Т=293 К. В этой модели потенциальная 
энергия взаимодействия частицы с атомом определяется форму
лой [2, 3] 

им (r) = Ze lel I cx'rexp ( - ~jr/ R), 
r j 

(35.12) 

где сх'; и ~i - некоторые константы, определяемые из услов~я 
наилучшей аппроксимации потенциальной энергии взаимодеи
ствия частицы с атомом, получаемой методами Томаса
Ферми и Хартри-Фока (см. работы [4, 5] и ссылки в них). 
Такая аппроксимация достигается при следующих значениях 
констант сх'; и ~;: 

{сх';}={0,1; 0,55; 0,35}, {~;} = {6,0; 1,2; 0,3}. 

Цифры у линий с равными значениями потенциальной энергии 
на рис. 5.2 соответствуют значениям И(р) в электронвольтах. 
Для электронов значения И(р) необходимо взять с обратным 
знаком. В центре ячейки величина И(р) принят а равной нулю. 
На этом же рисунке представлены типичные траектории 
позитронов (кривые d и Ь) и электронов (кривые с и а) 
в плоскости (х, у), ортогональной оси (111). 
Мы видим, что движение позитронов и электронов в плос

кости (х, у) может быть как финитным, так и инфинитным. 
Инфинитным движение будет у частиц, для которых выпол
няется условие 

(35.13) 

где Ин-значение потенциальной энергии в седловой точке 
между ближайшими цепочками. Частицы в этом случае имеют 
достаточную энергию поперечного движения, чтобы они про
шли над имеющимися потенциальными барьерами, поэтому 
такие частицы можно назвать надбарьерными. 

Частицы, для которых выполняется неравенство 

Е-L(РО)<ИН ' (35.14) 

противоположное неравенству (35.13), совершают финитное 
движение в плоскости (х, у). Частицы в этом случае будут 
двигаться по кривым типа винтовой линии с осью вдоль 
оси z в каналах, образованных цепочками атомов, расположен
ными параллельно оси z. Такие частицы называются кана
лированными. 

Заметим, что термин «каналированная частица» использу
ется также для положительно заряженных частиц, поперечная 
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энергия которых E.l = 1/ Е 2 довлетворяет условиям 
UH<E.l < 1/2Eo/~, где о/с= 4Zе 2/Еа1 -критический угол осе
вого каналирования [1, 3]. Ясно, что частицы в этом случае 
совершают инфинитное движение в плоскости (х, у) в отличие 
от рассмотренных выше. Термин «каналированная частица» 
в случае движения положительно заряженных частиц в кристал

ле был введен в [1], чтобы выделить частицы, не подходящие 
близко к ядрам атомов решетки и по этой причине не 
участвующие в ядерных реакциях. Мы в дальнейшем термин 
«каналированная частица» будем относить к частицам, совер
шающим финитное движение в плоскости (х, у), а термин 
«надбарьерная частица» - к частицам, совершающим инфинит
ное движение в этой плоскости. 

Потенциал U (р), в котором происходит движение частицы 
в кристалле, является довольно сложной функцией координат 
х и у. В некоторых случаях, однако, могут быть достигнуты 
упрощения этого потенциала. Так, если потенциалы соседних 
цепочек атомов кристалла не сильно перекрываются в пределах 

элементарной ячейки (см., например, рис. 5.2), то потенциал 
в пределах этой ячейки можно считать цилиндрически-сим
метричным: 

и(р)={и(р), 
о , (35.15) 

где а-среднее расстояние между цепочками. Анализ различных 
процессов, сопровождающих про хождение частиц через кри

сталл, в этом случае существенно упрощается. 

В конкретных вычислениях часто используются различные 
аппроксимации точной функции U (р) функциями более про
стого вида. При ведем некоторые из них. 

Линдхардом (1] была предложена следующая оценка не
прерывного потенциала отдельной цепочки атомов: 

(35.16) 

Эта функция правильно отражает поведение потенциала цепоч

ки на малых расстояниях от оси цепочки при u 2 = о. 
При излучении процессов рассеяния и излучения быстрых 

частиц в кристалле иногда (см., например, [3, 6-8 J) исполь
зуется функция вида 

R 
и1 (р)= (:lЛО -+~, 

р 
(35.17) 

,где r:x и ~-HeKOTopыe константы, определяемые из условия 
наилучшей аппроксимации реального потенциала цепочки 
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функцией такого вида. В поле (35.17) удается аналитически 
определить траекторию частицы. 

Функции (35.16) и (35.17) хотя и позволяют упростить 
некоторые вычисления, но не позволяют правильно учесть 

реальный потенциал цепочки на малых расстояниях от оси. 
Действительно, эти функции сингу лярны при р ~ О, тог да как 
реальный потенциал решетки при р ~ о конечен. 

Учесть правильное поведение потенциала на малых рас
стояниях от оси цепочки можно, например, простой моди
фикацией потенциала Линдхарда [9, 10]: 

( J3R 2
) U(р)= U1 1n 1 + 2 2 - U2 , 

Р +a.R 
(35.18) 

где U1 , U2 , а. и Р--некоторые константы, определяемые из 
условия наилучшей аппроксимации реального потенциала це
почки функцией вида (35.18). Путем подбора этих констант 
удается с хорошей точностью (с точностью до нескольких 

и,,8 

100 

75 

50 

25 

4 I'/R 

Рис. 5.3. Аппроксимация непре

рывного потенциала цепоч:ки 

атомов кристалла кремния, па

раллелъной оси <I 11 >, функцией 
более простого вида; штриховая 

линия-функция (35.18), штрих-
пунктирная-функция (51.3) 

процентов, см. рис. 5.3) аппроксимировать реальный потенциал 
U(р), получаемый с помощью формулы (35.15) функцией вида 
(35.18). Значения хонстант U1 , и2 , а. и Р для некоторых 
кристаллов при Т,=293 К приведены в табл. 5.1. 

§ 36. ВоЗМОЖНОСТЬ стохастическоrо движения 
заряженной частицы в кристалле 

Кристалл представляет собой периодическую структуру, 
поэтому, на первый взгляд, может показаться, что в такой 
структуре нет места для стохастичности и любое движеlШе частицы 
должно быть регулярным, квазипериодическим. В действительно
сти, однако, стохастичность может возникнуть и при движении 

частицы в кристалле, но причина ее будет лежать не в беспорядоч
ном расположеlШИ атомов, как это имеет место в аморфной среде, 
а в особенностях самой динамики частицы в кристалле. 
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Таблица 5.1. Константы И!, и2 , Р И а., определяющие 
аппроксимацию непрерывного потенциала цепочки 

некоторых кристаллов функцией вида (35.18) 
при Т=293 К (Si* соответствует Т=О К) 

Элемент Ось и" эВ и2 , эВ ~ (х 

Si* < 111) 53,3 3,15 2,0 0,[6 
Si <ll1) 58,8 3,45 2,0 0,37 
Si <НО) 60,0 5,40 3,5 0,37 
Si <100) 66,6 3,90 [,5 0,48 
С <110) 34,0 8,30 2,5 0,048 
С (100) 33,6 4,90 0,95 0,072 
Ge < [11) 337 5,37 1,0 1,32 
w (11 [) 4[9 11,2 3,6 0,42 

ii 

a/..fE. 

~ 3а/8 

~ 3а/8 

a/./ii 
a/j'2j 
a/fi 

Дело в том, что, как хорошо известно [11-14], даже 
при движении частицы в сравнительно простых полях, зави

сящих от двух координат, движение может носить не только 

регулярный, но и стохастический характер. Все определяется 
числом интегралов движения в рассматриваемой задаче. Так, 
например, в случае системы с двумя степенями свободы, 
обладающей двумя интегралами движения, любое финитное 
движение будет регулярным, квазипериодическим. Если же 
имеется только один интеграл, то движение будет стохастичес
ким. Это явление называется динамическим хаосом. Хаотизация 
движения в заданном внешнем поле обусловливается неустой
чивостью движения по отношению к изменению начальных 

условий в том смысле, что малое изменение начальных 
условий приводит к экспоненциальному разбеганию первона
чаль но близких траекторий [12]. Такая неустойчивость при
водит к тому, что если наблюдать за движением частицы 
в течение больших промежутков времени, то это движение 
будет восприниматься как случайное. 

Рассмотрим в качестве примера финитное движение частицы 
в двумерном потенциале Хенона-Хейлса [15]: 

и(х, y)=~ (х 2 + y2+2x2y_~y3). (36.1) 

Гамильтониан, определяющий движение частицы в таком 
поле, имеет 

(36.2) 

где рх и ру-компоненты импульса. Для простоты все 
переменные в (36.1) и (36.2) и сама энергия принимаются 
здесь безразмерными величинами. 
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Двумерный потенциал вида (36.1) возникает, например, 
в случае, когда поле, в котором движется заряженная частица, 

11 
формируется тремя центрами во 
внутренней части треугольника, 
образованного этими центрами 
(предполагается, что данные цен
тры не лежат на прямой). Ход 
потенциала (36.1) в декартовых 
координатах (х, у) представлен 
на рис. 5.4. 

_:-':-~+I-~"+-t-+-'~*_...L-__ :C Один интеграл движения си-
стемы, определяемой гамильто
ни ан ом (36.2), хорошо известен. 
Это полная энергия частицы 

-0,5 

Рис. 5.4. Эквипотенциальные кривые по
тенциала Хенона-Хейлса (36.1) при 

E~I/6 

Частица будет удерживаться внутри потенциальной ямы, 
образованной полем (36.1), если ее энергия Е меньше гранич
ного значения потенциальной энергии, равного итах =1/6 . При 
этом частица будет совершать финитное движение в поле (36.1). 

Для того чтобы получить ответ на вопрос о сушествовании 
второго интеграла движения рассматриваемой системы, удобно 
воспользоваться методом сечений Пуанкаре [12~ 14]. Этот 
метод особенно эффективен для систем с двумя степенями 
свободы, чье фазовое пространство четырехмерно (х, РХ' у, 
Р,')' в силу сохранения энергии (36.3) фазовая траектория 
лежит на трехмерной поверхности 

Е(х, Рх' у, py}=const. (36.4) 

Рассмотрим точки пересечения фазовой траектории снекоторой 
плоскостью, например плоскостью (у, Ру)' т. е. положим 
в (36.4) x=const. Тогда в случае существования второго 
интеграла движения 

(36.5) 

совокупность последовательных пересечений траектории вы
бранной плоскости будет лежать на некоторой кривой 

(36.6) 

определяемой этим интегралом движения. Если же второй 
интеграл отсутствует, то точки пересечения будут хаотически 
распределены по некоторой части этой плоскости, в которой 
при заданном значении энергии возможно движение частицы. 
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Рис. 5.5. Сечения Пуанкаре (х=О) для частиц, движущихся в поле (36.]) при Е= ]/]2 
1/8 и 1/6 

Таким образом, существование второго интеграла движеню 
можно определить из анализа пересечений траектории с повер· 
хностью (У, ру). Сечения Пуанкаре могут быть построень 
путем численного решения уравнений движения 

р= -VU(х, У), р=(х, У). (36.7 

На рис. 5.5 представлены результаты вычислений се 
чений Пуанкаре частиц, движущихся в поле (36.1), пр] 
различных значениях энергии Е [16]. Полученные резуль 
таты показывают, что при малых значениях Е практи 
чески во всей области фазового пространства, разрешен 
ной для движения, второй интеграл движения уравнени: 
(36.7) существует. Это, в свою очередь, означает, чтl 
при таких значениях Е и практически для всех начальны 
условий l1еременные в уравнении (36.7) разделяются и движени 
частицы будет регулярным, квазипериодическим. Пример тра 
ектории, соответствующей такому движению, представлен н 
рис. 5.6, а. 

При более высокой энергии (Е= 1/8) в фазовом пространств 
есть области, в которых второй интеграл существует (<<ОСl 
ровкю> в сечении Пуанкаре), и области, в которых второ 
интеграл отсутствует. Это означает, что для некоторы 
начальных условий движение частицы будет реГУЛЯРНЫl\ 
квазипериодическим, а для других начальных условий движею; 
будет нерегулярным, стохастическим. 

При Е= 1/6 практически при всех начальных условю 
движение частицы в поле (36.1) будет хаотическим. ПРИМt 
траектории, соответствующий такому движению, представщ 
на рис. 5.6, б. 

Таким образом, движение частицы в двумерном потенциаJ 
вида (36.1) может быть как регулярным, так и хаотическю 

Именно такая ситуация имеет место и при движею 
быстрой заряженной частицы в кристалле под малым угле 
к одной из кристаллографических осей (оси z) [17-Е 
Действительно, как показано в предыдущем параграфе, движ 
ние в этом случае определяется, в основном, двумернь 
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Рис. 5.6. Типичные траектории частицы в поле (36.1), соответствующие регулярному (а) 
и хаотическому (6) движеншо 

непрерывным потенциалом цепочек атомов кристалла (35.8)
потенциалом решетки, усредненным по координате z. В таком 
поле продольная и поперечные компоненты импульса частицы 

в уравнении движения (35.6) разделяются, и мы приходим 
К задаче о двумерном движении в плоскости (х, у), ор
тогональной оси z. 

Потенциал U (р), в котором происходит движение, является 
периодической функцией координат х и у. Поэтому может 
сложиться впечатление, что движение в таком поле может быть 
только квазипериодическим. Но это не так. Движение частицы 
в плоскости (х, у) может быть и регулярным, и стохастическим. 
Все определяется числом интегралов движения уравнения (35.7). 

Один интеграл движения уравнения (35.7) хорошо известен 
[1]. Это интеграл энергии C;.L поперечного движения (35.11). 
В зависимости от величины C;.L движение частицы может быть 
как финитным (каналирование), так и инфинитным (надбарьер
ное движение) в плоскости (х, у). 

Если кроме c;.L существует второй интеграл движения, то 
переменные в уравнении (35.7) разделяются и движение частицы 
в поле И(р) будет регулярным. Существование второго ин
теграла движения в рассматриваемой задаче, однако, вовсе 
не является обязательным. Напротив, как будет показано 
ниже, очень часто второй интеграл движения уравнения (35.7) 
отсутствует. Движение частиц в кристалле в этом случае 
будет хаотическим. 

Таким образом, и в кристалле возможно нерегулярное 
движение частицы, причем этот вывод в равной степени 
относится к движению как каналированных, так и надбарьерных 
частиц. 
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§ 37. Pery лярное н Hepery лярное движение 
релятивистских электронов при аксиальном каналировании 

в этом параграфе мы рассмотрим движение релятивистского 
электрона в кристалле в условиях аксиального каналирования, 

т. е. финитного движения частицы в поле одной или нескольких 
цепочек атомов кристалла, и покажем, что оно может быть 
и регулярным, и хаотическим, в зависимости от числа 

интегралов движения уравнения (35.7). 
В уравнение (35.7) входит потенциальная энергия и(р), 

и мы должны иметь конкретное выражение для этой функции. 
В качестве примера рассмотрим вначале движение быстрого 
электрона в кристалле кремния вдоль оси < 111 >. Эквипотен
циали функции И(р) в этом случае представлены на рис. 5.2. 
Каналированный электрон в таком поле будет двигаться 
в поле одной из цепочек атомов кристалла, причем потенциал 
цепочки с хорошей точностью можно считать цилиндрически
симметричным (см. § 35). 

Таким образом, мы приходим к задаче о финитном движении 
частицы в поле и• (р), зависящем только от модуля расстояния от 
частицы до оси цепочки. В таком поле, очевидно, кроме энергии 
поперечного движения 61. сохраняется момент количества 

движения М. В цилиндрических координатах (р, <р), согласно (35.7), 
эти интегралы движения будут определяться формулами (20] 

1 Е'2 М2 U ( ) о 
61. = 2" р + 2Ер2 + r р, 61. < , 

М=Ер2ф, 
(37.1) 

где <р-азимутальный угол в плоскости (х, у). 
Из соотношений (37.1) находим, что 

t=f dp +const, 
2 М2 

"E(E.L -Ur(p))- Е2р2 

<p=f Mdp(p2 +const. 
J2E(E.L - Ur {p))-M 2/p2 

(37.2) 

Скорость радиального движения частицы р, согласно (37.1), 
обращается в нуль при значениях р, определяемых из уравнения 

М2 

G 1. =-2 + и• (р). 
2Ер 

(37.3) 

в случае финитного движения это уравнение имеет два корня: 
Pmin И Pmax. При этом зависимость p(t) будет периодической 
с периодом 

(37.4) 

PmiD 
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Это, однако, еще не означает, что траектория частицы 
в рассматриваемом случае будет периодической. Дело в том, 
что за время Т радиус-вектор повернется на угол 

Рт .. 

~<p = 2 f Mdp/p2 
J2E(E.l-U,(р))-М2 р 

(37.5) 

Траектория частицы будет периодической только при значениях 
~q> = 2п (mjn), где т и n - целые числа. Таким образом, 
в общем случае траектория частицы, совершающей финитное 
движение в поле И, (р), является квазипериодическоЙ. 

Если потенциал цепочки атомов определяется формулой 
(35.17), то задача нахождения траектории частицы в поле 
цепочки сводится к кеплеровой задаче о движении частицы 
в поле притяжения U,(р)= -r:x(Rjр) [6-8]. При этом все 
интегрирования в формулах (37.2)-(37.5) могут быть выпол
нены аналитически. В результате находим, что в таком поле 
движение частицы происходит по эллипсу, по траектории, 

определяемой соотношением 

pjp= 1 +е cos <р, (37.6) 

здесь p=M2jr:xER и e=JI +2f:-LМ2jr:xЕR-эксицентриситет ор
биты. Период орбиты при этом равен 

T=7tr:xRJEj21f:-LIЗ, (37.7) 

а зависимость р = р (t) определяется следующим параметричес
ким представлением: 

p=a(1-ecos~), (37.8) 

I 'IL' а = r:xRj21 Е -L 1-большая полуось эллипса. 
Приведенные выше соотношения показывают, что если 

потенциал цепочки атомов, в которой движется каналирован
ный электрон, является цилиндрически-симметричным, то дви
жение электрона будет регулярным квазипериодическим. Такая 
ситуация реализуется, например, при движении частицы в кри

сталле кремния вдоль оси <111). При прохождении электронов 
через кристалл, однако, существуют и такие ориентации 

кристаллических осей относительно падающего пучка, когда 
замена потенциала цепочки атомов функцией, зависящей только 
от р, является недопустимоЙ. . 

Действительно, пусть электрон движется в кристалле крем
ния вдоль оси <110). Эквипотенциальные поверхности потен
циальной энергии в этом случае представлены на рис. 5.7. 
Мы видим, что в рассматриваемом случае потенциалы соседних 
цепочек атомов сильно перекрываются, что, в свою очередь, 

приводит к значительной асимметрии распределения резуль
тирующего потенциала. 
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Рис. 5.7. Эквипотенциальные поверхности непрерывной потенциальной энергии и(р) 
взаимодействия электрона с кристаллом кремния при движении частицы вдоль ОСИ 

(110). Цифры У кривых соответствуют значениям и(р) в эв 

Функция И(р) имеет глубокие минимумы при значениях 
координат, определяющих положения цепочки атомов в плос

кости (х, у), и седловые точки на прямых, соединяющих 
ближайшие цепочки. Каналированные электроны в таком поле 
в зависимости от величины поперечной энергии E.l могут 
двигаться в поле либо одной, либо двух цепочек атомов. 

Изменение характера движения электрона естественно ожи
дать при таких значениях E.l' когда электрон имеет возможность 
попасть в область с отрицательной кривизной потенциальной 
энергии, где его движение является неустоЙчивым. Это значит, 
что две близкие в фазовом пространстве траектории после 
прохождения области с отрицательной кривизной потенциаль
ной энергии в дальнейшем экспоненциально расходятся друг 
относительно друга [12]. Кривизна заведомо отрицательна 
в некоторой окрестности седловой точки, поэтому рассмотрим 
движение электрона при поперечных энергиях, сравнимых со 

значением потенциальной энергии в седло вой точке ис • 
Для того чтобы получить ответ на вопрос о существоваНИЕ 

второго интеграла· движения уравнения (35.7) в рассма· 
триваемом случае Е 1. < иС < О и, следовательно, о характер!: 
движения каналированного электрона в поле, представленнOl'V 

на рис. 5.7, удобно воспользоваться методом сечений Пуанкаре 
С этой целью рассмотрим совокупность пересечений фазовоi: 
траектории, соответствующей заданному значению E.l' С плос· 
костью (у, у) при значении координаты х=О. Тогда, еСЛI
помимо интеграла энергии поперечного движения Е 1. существуеl 

14' 



1А 

Рис. 5.8. Сечений Пуанкаре при аксиальном каналировании электронов в кристалле 

кремния вдоль оси (110) 

второй интеграл движения J, то совокупность точек пересечения 
траектории указанной плоскости будет образовывать некоторую 
кривую у=у(у, 101.' J), определяемую этими интегралами 
движения, или же проходить через избранные точки плоскости. 
В противном же случае точки пересечения будут хаотически 
распределены по некоторой части фазовой плоскости (у, у), 
разрешенной для движения. Сечения Пуанкаре могут быть 
построены путем численного решения уравнения (35.7) при 
задании различных начальных условий для траектории. Эта задача 
была поставлена и численным образом решена в работе [17]. 

На рис. 5.8 представлены сечения Пуанкаре (х=О) при 
f:.L = 1,1 ис и 0,5 ис , В этих случаях движение частицы проис
ходит соответственно в одной и в двух потенциальных ямах. 
Различные значки отвечают различным начальным условиям. 

На рис. 5.9 представлены типичные траектории каналиро
ванного электрона в плоскости (х, у), соответствующие раз
личным начальным условиям при 101.=1,1 ис и 0,5 ис , 

а 

Рис. 5.9. Регулярные и хаотические траектории каналированного электрона в плоскости, 
перпендикулярной оси (110) канала кристалла кремния, при E~ = 1,1 и, (а) и 0,5 U,=(б); 
штриховые линии ограничивают области с положительной кривизной потенциальной 

энергии 
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Полученные результаты показывают, что при E.L = 1,1 ис 
в зависимости от начальных условий наряду с квазипериодичес
ким имеет место хаотическое движение частицы в канале. По 
мере увеличения значения E.L совокупность начальных условий, 
для которых движение является хаотическим, увеличивается. 

При E.L = 0,5 ис явление динамического хаоса проявляется 
практически для всех начальных условий. 

Заметим, что в кристалле стохастичность может вызываться 
и взаимодействием частицы с неоднородностями потенциала 
кристаллической решетки, а также с примесями. Эти факторы 
тоже приводят к нарушению устойчивости движения канали
рованных электронов [21]. Влияние их на движение частицы 
в кристалле будет рассмотрено в гл. 8. 

§ 38. Рассеянне быстрых заряжеШIЫХ частиц 
на отдельной цепочке атомов 

Движение быстрой заряженной частицы в поле непрерыв
ного потенциала цепочек атомов кристалла, как показано 

в § 35, может быть как финитным, так и инфинитным 
в плоскости, ортогональной оси цепочек. Доля частиц, совер
шающих финитное движение в этой плоскости, определяется 
соотношением 

(38.1) 

где ро-точка влета и o (х)-ступенчатая функция ХевисаЙда. 
Интегрирование в (38.1) ведется в пределах элементарной 
ячейки в плоскости (х, у). 

Формула (38.1) показывает, что для положительно заряжен
ных частиц (позитронов) финитное движение возможно только 

при Ф<Фн, где \jfH=j2UH/E, 
ФН«Фс' Для электронов, согласно Ф 
(38.1), финитное движение возмож-
но, если Ф<Фс' При падении частиц 0,8 
на кристалл кремния под малым 

углом \jf к оси < 111 > зависимость 
Ф от \jf представлена на рис. 5.10. 
Приведенный график показывает, 0,+ 
что даже при \jf < \jf с В широком 
интервале углов \jf доля электронов, 0,2 
захваченных в канал при входе 

в кристалл, весьма мала. о 0,2 
При Ф>Фс все падающие на 

кристалл частицы будут совершать Рис. 5.10. Доля частиц, захваченных 
инфинитное движение в поперечной в канал при входе пучка электронов 

в кристалл кремния под малым 

плоскости, причем вплоть до углов углом ljJ к оси (111) 
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\jJ,,-,Rjа 1 (Ща1 »\jJc) движение частиц в кристалле будет опре
деляться непрерывным потенциалом цепочек ~TOMOB кристалла. 

Таким образом, в широком интервале углов \jJ практически 
все падающие на кристалл частицы будут двигаться в кристалле 
в условиях надбарьерного движения. Выясним особенности 
рассеяния этой группы частиц в поле непрерывного потенциала 
цепочек атомов (35.8). 

Заметим предварительно, что существенные изменения тра
ектории надбарьерной частицы в кристалле происходят на 
расстояниях наибольшего ее сближения с осью цепочки, где 
градиенты потенциала максимальны и непрерывный потенциал 
можно считать цилиндрически-симметричным. Поэтому при рас
смотрении рассеяния надбарьерных частиц на не очень малые 
углы в первом приближении можно считать, что в пределах 
элементарной ячейки с центром на оси цепочки непрерьmный 
потенциал является цилиндрически-симметричным. Анa.JШз ряда 
процессов, таких как рассеяние и излучение, в этом приближении 
существенно упрощается и может бьпь проведен анa.JШТИЧескими 
методами как в рамках классической, так и в квантовой 
механике. В настоящем параграфе мы рассмотрим рассеяние 
частицы в кристалле в рамках классической механики. 

Надбарьерная частица при своем движении в кристалле 
последовательно сталкивается с различныIи цепочками атомов 

кристалла, расположенными параллельно оси z, поэтому рассеяние 
такой частицы будет определяться особенностями ее взаимодей
ствия с полем отдельной цепочки атомов и особенностями 
многократного рассеяния на различных цепочках. Выясним сперва 
особенности рассеяния надбарьерной частицы в поле отдельной 
цепочки атомов [9, 22]. Многократное рассеяние надбарьерных 
частиц на цепочках. атомов будет рассмотрено в § 41. 

При рассеянии быстрой заряженной частицы в поле не
прерывного потенциала цепочки атомов кристалла и, (р) суще

!I 
R 

ствует три интеграла 

движения, определяю

щих траекторию части

цы. Это - интеграл со
ставляющей импульса 
частицы Pz ' параллель

ной оси цепочки, интег
рал энергии попе~ечно

го движения f:.l = /2 E\jJ2 
(f:.l «Е) и момент :Ко
личества движения от

носительно оси цепочки 
М. Последняя величина 
может быть связана со
отношением М = E\jJb 

Рис. 5.11. Рассеяние быстрой частицы в поле непреръш- С при цельным парамет-
ного потенциала цепочки атомов ром цепочки Ь (рис. 5.11). 
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Используя эти интегралы движения, легко показать, что 
траектория частицы в плоскости (х, у), ортогональной оси 
цепочки, будет определяться соотношениями 

Р 

t=±~fdР(1_U~~Р)_::)-1/2, (38.2) 

РО 

fP Mdp [ М2] -1/2 
<р= 7 2E(E-L - Ur(p))-pт 

Здесь Ро - расстояние наибольшего сближения частицы с осью 
цепочки (см. формулы (37.2) и знаки «+» и «-» соответствуют 
участкам траектории, на которых частица удаляется и при

ближается к оси цепочки (постоянная интегрирования в (38.2) 
выбрана так, чтобы при р= ро выполнялось условие t (ро)=О). 

Приведенные формулы показывают, что рассеяние частицы 
в поле непрерывного потенциала цепочки возможно только вдоль 

азимутального угла <р в плоскости, ортогональной оси z. При этом 
полный угол Э рассеяния частицы цепочкой связан с азимуталь
ным углом ее рассеяния <р соотношением (см. рис. 5.11) 

Э = 2\jт sin О <р (Ь ) ), 
(38.3) 

00 

<p(b)=n-2Ь f:~(1_U~~Р)_::)-1/2 
РО 

Функция <р (Ь), определяющая зависимость угла рассеяния 
от прицельного параметра, носит название функции отклонения 
частицы в поле U, (р) [23]. Функция отклонения, аналогичная 
функции <р (Ь), как известно [23 - 27], играет важную роль 
в теории рассеяния волн и частиц сферически-симметричными 
рассеивающими центрами, такими как капельки воды, атомы 

и атомные ядра, - она определяет сечения рассеяния частиц 

в этих случаях. Как будет показано ниже, функция <р (Ь) 
будет определять и сечение рассеяния быстрых заряженных 
частиц на цепочке атомов. 

Если E-L»IUrl, т. е. если \jт»\jтc' то 1<p(b)I«1 и в первом 
приближении по параметру Uу/Е -L имеем 

+00 

<р (ь):;::;_1 ~ f dx Ur (Jx 2 +b 2 ). 
2!:~ db 

(38.4) 

-00 

Прежде чем переходить к анализу процесса рассеяния 
частиц высоких энергий в поле непрерывного потенциала 
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цепочки атомов, отметим факты, хорошо известные в теории 
рассеяния быстрых частиц отдельными атомами и атомными 
ядрами [24, 25): (i) в общем случае для вычисления функции 
отклонения требуется, за исключением ч>Ивиальных потенци~ 
алов (потенциалов вида и1 (р)_р-l и и2 (р)""р-2), проведение 
численного интегрирования и (ii) использование в вычислениях 
тривиальных потенциалов не позволяет описать ряд важных 

эффектов в рассеянии, таких, например, как эффекты радужного 
рассеяния и закручивания частиц. 

Для описания движения в кристалле каналированных частиц 
с целью упрощения вычислений иногда используется аппрок~ 
симация непрерывного потенциала цепочки атомов функцией 
вида и1 (р)=а.иощр (см. формулу (35.17». Эта функция хорошо 
аппроксимирует потенциал цепочки атомов на расстояниях 

р'" R. При такой аппроксимации потенциала интегрирование 
в (38.3) может быть выполнено аналитически: 

I <р (Ь ) I = 2 arcsin 2 R 4 2' 
R +4~ lb 

(38.5) 

где ~1 =\(1/\(11 И \(1 =J2a.Uo/E. Формула (38.5) показывает, что 
в поле вида и1 (Р) величина I <р (Ь) I не зависит от знака заряда 
частицы и изменяется с уменьшением Ь монотонно на интервале 
(О, п) при всех значениях \(1. 

Иная картина процесса рассеяния быстрых частиц на 
цепочке атомов имеет место в случае, когда потенциал цепочки 

представляет собой потенциал Линдхарда (35.16). Для такого 
потенциала вычисление функции отклонения может быть 
проведено аналитически только в области больших и в области 
малых значений прицельного параметра. 

В области больших значений Ь (Ь» R) потенциальная энер~ 
гия UL (р) мала по сравнению с Е,и поэтому В (38.3) может 
быть выполнено разложение по параметру UL/El.' В первом 
приближении такого разложения находим, что 

1<Р(Ь)I=2~2(I-jЬ2:3R2} ~=~c' (38.6) 

Формула (38.6) показывает, что при больших значениях 
прицельного пара метра величина I <р (Ь) I не зависит от 
знака заряда частицы и что I <р (Ь) I быстро растет с уме
ньшением Ь и \(1. 

Для электронов при малых значениях прицельного парамет
ра (b~O) основной вклад в функцию отклонения дают значения 
р '" R. В этой области р входящую в (38.3) медленно 
меняющуюся логарифмическую функцию можно заменить 
на константу. При этом, как легко проверить, при Ь-+О <р (Ь) 
~O. Таким образом, при рассеянии цепочкой атомов кристалла 
электронов функция I <р (Ь) I должна иметь максимум при 
некотором ненулевом значении прицельного параметра. 

152 



1 

о 2 + 6 
с( 

Рис. 5.12. Зависимость азимутального угла рассеяния позитронов (а) и электронов (6) 
от прицельного параметра при рассеянии частиц в поле непрерывного потенциала 

Линдхарда (35.16) 

Для позитронов имеем <р (b)~п при b~O. 
На рис. 5.12 представлены результаты численного интег

рирования функции отклонения для потенциала Линдхарда 
при различных значениях угла 0/. Кривые описывают рассеяние 
на цепочке атомов позитронов (а) и электронов (6). Цифры 
у кривых соответствуют значениям /3=0//0/", для которых 
проводились вычисления. На рис. 5.13 представлены типичные 
траектории позитронов (а) и электронов (6) в поле отдельной 
цепочки атомов в плоскости (х, у), соответствующие найденным 
функциям отклонения этих частиц (см. рис. 5.12). 

Приведенные кривые показывают, что для позитронов <р (Ь) 
является монотонной функцией прицельного параметра, причем 
при всех значениях угла 0/ эта функция принимает значения 
на интервале углов рассеяния <р от О до п. 

Для электронов нет однозначного соответствия между 
углом рассеяния и прицельным параметром. В этом случае 
I <р (Ь) I имеет максимум при некотором значении прицельного 
параметра b=br, причем с уменьшением 0/ положение этого 
максимума смещается в область больших значений Ь, а вели
чина максимального угла рассеяния растет. 

Полученные результаты показывают, что характер рассе
яния электронов в поле непрерывного потенциала Линдхарда 
существенно отличается от характера рассеяния в поле вида 

Ь,. 

а 

РИС.5.lЗ. Типичные траектории позитронов (а) и электронов (6) в поле отдельной 
цепочICИ атомов 
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U1 (р)=а.uощр. Связано это с тем, что функция U1 (р) дает 
существенно завышенный результат для непрерывного потен
циала цепочки атомов на малых расстояниях от ее оси, 

поэтому использование этой функции для описания движения 
в кристалле надбарьерных частиц может привести к совершенно 
неправильной картине в рассеянии частиц. 

Приведенные на рис. 5.12 графики относятся к случаю, 
когда атомы расположены строго на оси цепочки. Вследствие 
термодинамических флуктуаций, однако, всегда существует 
некоторый разброс положений атомов относительно их рав
новесных положений в решетке. В результате этого разброса 
непрерывный потенциал на малых расстояниях от цепочки 
уменьшается по сравнению с непрерывным потенциалом в слу

чае, когда термодинамические флуктуации отсутствуют. По
кажем, как этот фактор сказывается на рассеянии частиц. 

е этой целью рассмотрим рассеяние позитронов и элек
тронов на цепочке атомов кристалла кремния в случае, когда 

частицы движутся вблизи кристаллографической оси < 111 > 
и температура кристалла равна комнатной. Непрерывный 
потенциал цепочки в этом случае с хорошей точностью как 
на малых, так и на больших расстояниях от оси цепочки 
может быть аппроксимирован функцией вида (35.18). Точность 
аппроксимации иллюстрирует рис. 5.3. 

В поле с таким распределением потенциала ФУНКЦИЯ 
отклонения может быть найдена только численными методами. 
Результаты вычислений представлены на рис. 5.14. Полученные 
кривые показывают, что для позитронов при ~ < 1 функция 
отклонения является однозначной функцией прицельного па
раметра, а при ~> 1 эта функция двузначна. Для электронов 
же при всех значениях ~ функция отклонения двузначна. 
Различное поведение функций отклонения позитронов при ~ < 1 
и ~ > 1 обусловлено тем, что при ~ < 1 позитроны не могут 
подойти на близкие расстояния к оси цепочки, тогда как при 
~ > 1 это возможно. Напомним, что в случае потенциала 

+", рад 
3 

2 

1 

а 

Рис. 5.14. Учет влияиия температуры кристалла на функцию отклонения позитронов (а) 
и электронов (б) при движении частиц вблизи оси < 111 > кристалла кремния 
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Рис. 5.15. Квантовое (жирные линии) и классическое (тонкие линии) сечения рассеяния 
позитронов и электронов цепочкой атомов при различных ориентациях оси < 111 > 
кристалла кремния относительно пучка; штриховая линия-вычисления по формуле 

(39.14), штрихпунктирная-по формуле (39.16) 

Линдхарда (35.16) ни при каких значениях параметра 13 позит
роны не могут пройти через· ось цепочки, что связано 
с сингулярным поведением этого потенциала при р-+О. 

Таким образом, учет влияния теплового разброса положе
ний атомов в решетке на форму непрерывного потенциала 
цепочки на малых расстояниях от ее оси существенно сказыва

ется на характере рассеяния цепочкой атомов позитронов, но 
не при водит к качественно новым эффектам в рассеянии 
электронов. В дальнейшем мы будем интересоваться, в ос
новном, рассеянием и излучением электронов и позитронов 

на цепочке атомов в случае, когда непрерывный потенциал 
цепочки аппроксимируется функцией вида (38.18). 

Зная функцию отклонения, можно вычислить в рамках 
классической механики дифференциальное сечение рассеяния 
частиц на цепочке атомов в интервал углов (q>, q>+dq». 
С учетом двузначности функции отклонения сечение рассеяния 
определяется соотношением [28, 29 ] 

dcrc' = L\jJ L \ dq> \- 1, (38.7) 
dq> i db i 

где L-длина цепочки и суммирование ведется по однозначным 
ветвям функции q> (Ь). 

На рис. 5.15 сплошными тонкими линиями представлены 
результаты вычислений сечений рассеяния позитронов и электронов 
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по формуле (38.7) классической механики в поле непрерывного 
потенциала цепочки атомов (35.18) в случае рассеяния частиц 
в кристалле кремния (Т=293 К) на цепочке атомов, параллельной 
оси (111). По оси ординат на этом рисунке отложена величина 
F=[LR\jf)-l (dcr/d<p). . 

hолученные результаты показывают, что для позитронов 
при \jf < \jfc сечение является монотонной функцией угла <р. 
Для электронов же (и для позитронов при \jf>\jfJ классическое 
сечение рассеяния отлично от нуля на интервале углов от 

<р=о до <Pmax=I<p(b,)I, причем при <Р-+<Рmах сечение (38.7) 
неограниченно растет. Связано это с тем, что при <Р-+<Рmах 
производная функции отклонения стремится к нулю. 

§ 39. Квантовые эффекты при рассеянии частиц 
на цепочке атомов 

Если угол рассеяния является неоднозначной функцией 
прицельного параметра, то при рассеянии могут проявляться 

своеобразные интерференционные явления. Такая ситуация 
имеет место при рассеянии волн и частиц на капельках воды, 

на атомах и атомных ядрах. При этом возникают такие 
явления, как радужное рассеяние и закручивание частиц 

[23 - 27]. Рассмотрение интерференционных явлений в рассе
янии возможно только в рамках волновой оптики или волновой 
механики. Интересуясь этими явлениями, мы изложим теперь 
квантов о-механическую теорию рассеяния электронов и позит

ронов на цепочке атомов кристалла [22, 28 - 30]. 
В квантовой механике сечение рассеяния быстрых заряжен

ных частиц в поле непрерывного потенциала цепочки атомов 

кристалла может быть представлено в виде (см. Приложение 2) 

~: = L\jf IJ( <р) 12, (39.1) 

где J(<р)-амплитуда рассеяния, 

f(q»=~ ~ (e 2i'1._1) e- in"" 
mp.Ln=_OC) 

(39.2) 

Р.l =E\jf и Тln-фазы рассеяния. 
Из результатов классической теории рассеяния следует, 

что характерные значения прицельных параметров для процесса 

упругого рассеяния частиц на цепочке атомов по порядку 

величины равны I ь I ~ R. В этой области прицельных параметров 
велики значения момента частицы относительно оси цепочки 

М'" Р .1 R по сравнению с постоянной Планка N, поэтому 
основной вклад в амплитуду рассеяния должны вносить 

слагаемые с большим значением I n I '" M/h. В этом случае 
для определения фаз рассеяния можно воспользоваться квази-
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классическим приближением. В этом приближении (см. При
ложение 3) 

00 

lln=~1tlnl-рJ.Ро+ f dp(Jpi- 2ЕUr {р)-n 2 р 2_pJ.)' (39.3) 

"о 
При выводе этого выражения для фаз рассеяния используются 
те же преобразования, что и при выводе соответствующего 
выражения для фаз рассеяния частиц в поле, обладающем 
сферической симметрией (см., например, [5 ]). 

Вычисление сечеlШЯ (39.1) в поле вида (35.18) может быть 
проведено только численными методами. Результаты вычис
лений представлены на рис. 5.15 сплошными жирными линиями. 
Приведенные кривые показывают, что для позитронов при 
Ч1<Ч1с квантовое сечеlШе рассеяния (39.1) содержит небольшие 
осцилляции относительно классического сечения в области 
малых углов <р. Эти осцилляции обусловлены дифракционными 
эффектами при рассеянии частиц на цепочке атомов. 

Для электронов при всех значениях углов \jI (и для 
позитронов при \jI> ч1 с) квантовое сечение рассеяния содержит 
большие осцилляции относительно величины d(Jc\/d<p в области 
углов рассеяния <Р<<Рmах' а в области <Р><Рmах сечение (39.1) 
быстро убывает с ростом <р. С увеличением энергии частицы 
осцилляции становятся более частыми. 

Рассмотрим теперь некоторые предельные случаи квантовой 
формулы для сечеlШЯ рассеяния быстрых частиц на цепочке 
атомов и покажем, что большие осцилляции квантового 
сечения рассеяния относительно классического сечения обус
ловлены двузначностью функции отклонения <р (Ь). Предвари
тельно заметим, что в квазиклассическом приближении фазы 
рассеяния (39.3) медленно изменяются с ростом n, поэтому 
суммирование по n в (39.2) с помощью соотношения n=pJ.b/ti 
можно заменить интегрированием по прицельному параметру Ь: 

+00 

f(<p)= ~ f dbe -iРl.Ь'l'/n (e 2ifJ(b) -1), 
~~ 

(39.4) 

-00 

где 11 (Ь)-Фаза рассеяния, определяемая формулой (39.3) 
с n=pJ.b/fi. 

Если энергия поперечного движения велика по сравнению 
с глубиной потенциальной ямы, то в (39.3) можно выполнить 
разложение по параметру (Ur/E lJ в первом приближении 
такого разложеlШЯ, соответствующем эйкональному приближе
lШЮ, имеем 

+00 

11 (Ь)= - 2~ f dXUr (J х2 +Ь 2 ). (39.5) 

-00 
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В области значений прицельных параметров Ь", R, дающих 
главный вклад в сечение рассеяния, согласно (39.5), по порядку 
величины 

11 (Ь) '" RZe2 
• 

a l l/1n 
Последняя величина имеет простой физический смысл. Она 

представляет собой произведение константы взаимодействия 
частицы с отдельным атомом цепочки Ze 2 j1iv и числа атомов 
N", Rja1 "', с которыми эффективно взаимодействует частица 
при прохождении через цепочку под углом \jJ к ее оси. Иными 
словами, в рассматриваемом случае в качестве эффективной 
константы взаимодействия частицы с цепочкой атомов выступа
ет не величина Ze 2 j1iv, а величина NZe 2 j1iv. При этом 
в зависимости от значения N эффективная константа взаимодей
ствия частицы с цепочкой атомов может быть как малой, 
так и большой по сравнению с единицей. 

Если NZe 2 j1iv« 1, то в формуле (39.4) можно выполнить 
разложение по 11 (Ь). В первом приближении такого разложения 
получим амплитуду упругого рассеяния быстрых частиц на 
цепочке атомов в борновском приближении: 

Л<Р)=~ Jf;. f dxdbeiPLb'P!nUr(Jx2+b2). (39.6) 

Сечение рассеяния в этом случае не зависит от знака заряда 
частицы и определяется формулой 

dcr =LE 1 J dxdbU (р) eip"b'P!n 12. (39.7) 
d<p 2п r 

Если NZe 2 j1iv» 1, то для нахождения амплитуды рассеяния 
можно воспользоваться методом стационарной фазы. Точка 
стационарной фазы в формуле (39.4) определяется из условия 

<P=~~11(b). (39.8) 
Рl. db 

Правая часть этого уравнения представляет собой функцию 
отклонения частицы в поле цепочки атомов, введенную в пре

дыдущем параграфе: 

2 d 
<р(Ь)=- -11 (Ь). 

Рl. db 
(39.9) 

Таким образом, соотношение (39.8) представляет собой 
уравнение для определения прицельного параметра, соответ

ствующего рассеянию частицы по классической траектории на 
угол <р. Заметим, что стационарных точек может быть 
несколько, т. е. уравнение (39.8) может иметь несколько 
решений. В частности, может быть две стационарных точки - в 
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этом случае амплитуда рассеяния будет содержать вклады, 
вносимые каждой из стационарных точек в отдельности. 
Рассмотрим вначале случай одной стационарной точки. 

Раскладывая фазу рассеяния в окрестности точки стаци
онарной фазы Ь = bn, имеем 

ТJ(b)~ТJ(bo)+(~~)o (b-bo)+~(~;;)o (Ь-Ьо )2+··· (39.10) 

При этом с учетом соотношения (39.9) амплитуда рассеяния 
приобретает вид 

I(<р)= ~е-iрл",Г1i х 
~2;d 

+00 

Х f db ехр {2{ ТJ (bo)+~p.L (~:) о (Ь-Ьо )2 + ... ]}. (39.11) 

-00 

Если (d<P/db)o=l=O, то 

J( <р) = 1 : I : 1/2 ехр [2iТJ (Ьо ) - iP.L Ьо<р/n J. (39.12) 

Сечение рассеяния в этом случае совпадает с соответствующим 
результатом классической теории рассеяния: 

dcr = dcrc' = L'" 1 d<p 1-1 (39.13) 
d<p d<p db о 

Формула (39.5) для фазы рассеяния справедлива, если 
I Ир I «E.L' т. е. если утол падения частиц на цепочку'" превыша
ет критический утол осевого каналироваН}fЯ "'С. При нарушении 
этого условия для описания рассеяния на цепочке атомов 

надбарьерных частиц необходимо пользоваться формулой (39.4) 
с фазами рассеяния ТJ (Ь), определяемыми соотношением (39.3). 
Так как при "'''''''С фазы рассеяния велики (ТJ",RZe 2/a 1 "'fl» 1), 
то для вычисления входящего в (39.4) интеграла по прицельным 
параметрам снова можно воспользоваться методом стаци

онарной фазы. Получаемые при этом выражения для точки 
стационарной фазы, амплитуды и сечения рассеяния будут 
определяться формулами (39.8), (39.12) и (39.13) с той лишь 
разницей, что входящие в эти формулы фаза рассеяния 
и функция отклонения теперь будут определяться формулами 
(39.3) и (38.3). 

Функция <р (Ь), как уже отмечалось, может быть неодноз
начной функциеи прицельного параметра, т. е. частицы с раз
личными значениями прицельного параметра могут рассе

иваться на один и тот же угол <р. Так, рассеяние электронов 
на цепочке атомов на утол <р < <Ршах (как показано в предыдущем 
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параграфе), происходит по двум траекториям, определяемым 
прицельными параметрами Ь 1 и Ь2 , соответствующими двум 
корням уравнения q> = q> (Ь). В этой области углов q> две 
классические траектории, приводящие к рассеянию электронов 

на один и тот же угол q>, будут расположены достаточно 
далеко друг от друга, так что разность фаз ~11 =11 (Ь 1 )-11 (Ь 2 ), 
соответствующая этим траекториям, будет велика по сравнению 
с единицей. Подчеркнем, что в этом случае возникают две 
стационарные точки в интеграле (39.4), и мы должны учитывать 
вклад в амплитуду, вносимый обеими точками. При этом 

~: = L~ 1 i t1 f k (q» 12, 

где fk (q»-амплитуды рассеяния, соответствующие 
ным ветвям функции отклонения: 

fk (q» = I dq>/db Ik 1/2 ехр [2i11 (bk) -ljJ -1 bk q>/11 J. 

(39.14) 

однознач-

Сечение рассеяния (39.14) из-за интерференции между амп
литудами h (q» будет быстро осциллировать с изменением 
угла q>. Отметим, что после усреднения по этим осцилляциям 
формула (39.14) переходит в формулу (38.7) классической 
теории рассеяния. 

При q> --t q>max две классические траектории, при водящие 
к рассеянию электрона на один и тот же угол q>, сливаются 
и разность фаз ~11 при этом стремится к нулю. При 
вычислении амплитуды рассеяния в этом слутше в разложении 

фазы рассеяния в окрестности прицельного параметра br , 

соответствующего максимальному углу рассеяния q>max' требу
ется сохранить слагаемое, содержащее вторую производную 

функции отклонения: 

11 (Ь)=11 (br)-~P -1Ч> (br) (b-br)- /2Р -11 ~~ Ir (b-Ьr)З + ... (39.l5) 

При этом сечение рассеяния (39.1) приобретает вид 

dcr_ 2L {Ф[( ) -1/З]} 
d<p - Ев2/3 <р - q>max В , (39.16) 

где Ф(х)-функция Эйри (5.5) и B=C/2P1 2)ld2q>/db 2Ir' 
Формула (39.16) показывает, что при рассеянии электронов 

на цепочке атомов в области углов q> ~ q>max имеет место 
явление радужного рассеяния частиц, аналогичное явлениям 

радужного рассеяния волн и частиц на капельках воды, атомах 

и атомных ядрах. 

Выше на рис. 5.15 штриховой и штрихпунктирной кривыми 
представлены результаты вычисления сечения рассеяния эле

ктронов в поле цепочки атомов (35.18) по формулам (39.14) 
и (39.16) соответственно. 
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Полученные результаты показывают, что в области углов 
ер < ертах осцилляции сечения рассеяния обусловлены интерферен
цией между амплитудами рассеяния, соответствующими двум 
классическим траекториям, по которым рассеяние происходит 

на один и тот же угол ер. При ер ~ ертах имеет место явление 
радужного рассеяния электронов на цепочке атомов, при 

котором в области углов ер;5 ертах сечение содержит осцилляции, 
а при ер> <Ртах сечение быстро убывает с ростом <р. 

Аналогичные результаты имеют место и для позитронов 

при ~> 1. 
Таким образом, при рассеянии быстрых частиц на цепочке 

атомов кристалла могут про являться интерференционные эф
фекты в рассеянии. Для экспериментального обнаружения этих 
эффектов требуется, чтобы расходимость падающего пучка 
дЧJ была мала по сравнению с ширинами максимумов углового 
распределения вышедших из кристалла частиц дЧJ < ЧJдер, где 
д<р - ширина максимума сечения рассеяния вдоль азимуталь
ного угла <р. Из формулы (39.16) вытекает, что Д<р~2(ЕR\jJ)-2/3, 
поэтому условие на дЧJ приобретает вид дЧJ < 2ЧJ (ER\jJ)--2/3. 
Кроме того, требуется, чтобы толщина кристалла была 
достаточно мала, так чтобы прошедшая через кристалл частица 
столкнулась только с одной цепочкой атомов. Для этого 
требуется, чтобы толщина кристалла L была мала по срав
нению с длиной свободного пробега частицы между после
довательными столкновениями с цепочками L<ёi 2jR\jJ. При 
нарушении этого условия необходим учет многократного 
рассеяния частиц цепочками атомов. 

§ 40. Регулярное н хаотическое двнженне 
надбарьерных частнц в поле цепочек атомов кристалла 

В § 37 мы рассмотрели движение быстрого электрона 
в кристалле в условиях аксиального каналирования и показали, 

что его движение в канале может быть как регулярным, так 
и хаотическим. Этот вывод, как мы покажем, относится не 
только к каналированным, но и к надбарьерным частицам. 
Различие между двумя типами движения надбарьерных частиц 
заключается в следующем. 

При надбарьерном движении частица сталкивается с цепочка
ми атомов, расположенными параллельно оси z, вблизи которой 
происходит движение. Между последовательными столкновения
ми может существовать корреляция и может ее не быть. При 
наличии корреляции изменение прицельного параметра между 

последующими столкновениями частиц с цепочками атомов мало 

по сравнению с прицельным параметром, так что траектория 

будет плавно изменяться с глубиной проникновения частицы 
в кристалл. Этот случай соответствует регулярному движению. 

Отсутствие корреляций означает, что изменение прицельного 
параметра сравнимо с величиной самого параметра. Этот 
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Рис. 5.16. Движение надбарьерной частицы в «биллиарде», образованном цепочками 
атомов кристалла кремния в IUIоскости, ортогональной оси <100> 

случай соответствует нерегулярному, хаотическому движению 
частицы в кристалле. При этом ее столкновения с разными 
цепочками атомов могут рассматриваться как случайные. 

Характер движения надбарьерной частицы может быть 
определен на основе метода сечений Пуанкаре так же, как 
это было сделано в случае аксиального каналирования эле
ктронов, с той лишь разницей, что траектория частицы при 
пересечении края элементарной ячейки в плоскости (х, У), 
ортогональной оси z, должна быть заменена зеркально от
раженной траекторией [18, 31]. Задача изучения движения 
частицы в кристалле при этом оказывается тесно связанной 
с соответствующей задачей о движении заряженной частицы 
в «биллиарде», помещенном во внешнее поле [12, 32]. 

Рассмотрим в качестве примера движение ультрареляти
вистских позитронов и электронов в кристалле кремния под 

малым углом к оси (100). Элементарная ячейка в плоскости, 
ортогональной оси (100), в этом случае является простейшей
она квадратная. На рис. 5.16 представлены эквипотенциальные 
поверхности потенциальной энергии и (х, у) в этом случае. 
В качестве потенциала отдельного атома решетки в вычисле
ниях использован потенциал Мольер (35.12). Температура 
кристалла предполагается комнатной. 

Сечения Пуанкаре могут быть получены путем численного 
решения уравнения (35.7). С этой целью рассмотрим траек
торию частицы в фазовом пространстве (х, Х, у, У), соответ
ствующую фиксированному значению энергии поперечного 
движения Е L' И определим точки пересечения этой траектории 
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Рис. 5.17. Сечения Пуанкаре при надбарьерном движении позитронов (а) и электронов 
(6) в кристалле кремния вдоль оси (100) 

С нек~оторой плоскостью, например плоскостью (у, у), прохо
дящеи через край ячейки. Результаты *) вычислений сечений 
Пуанкаре для позитронов, соответствующие различным значе
ниям Е1.' представлены на рис. 5.17. Различные значки соот
ветствуют различным начальным условиям. В вычислениях 
использована аппроксимация непрерывного потенциала цепочки 

атомов в пределах элементарной ячейки функцией вида (35.7). 
Полученные результаты показывают, что в зависимости 

от начальных условий наряду с регулярным возможно ха
отическое движение надбарьерных частиц в кристалле, причем 
характер движения этих частиц существенно зависит от знака 

их заряда. Так, для надбарьерных электронов явление дина
мического хаоса имеет место практически для всех начальных 

условий в гораздо большем интервале значений 81.' чем для 
позитронов. Связано это с тем, что электроны при всех 
значениях Е 1. имеют возможность подходить на близкие 

*) Аналогичные результаты были получены в работах [33, 36] при изучении 
движения в кристалле положительно заряженных ионов. 
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Рис. 5.18. Сечения Пуанкаре для близких траекторий в регулярной СА) и хаотической 

СВ) областях 

расстояния к оси цепочек, где градиенты потенциала цепочки 

максимальны. В результате этого для электронов имеет место 
больший разброс прицельных параметров между последова
тельными столкновениями с цепочками атомов, чем для 

позитронов, что в свою очередь ведет к большей стохасти
зации движения в кристалле электронов в сравнении с позит

ронами. 

Приведенные сечения Пуанкаре показывают, что для позит
ронов регулярное движение возможно уже при f:.l;5 U о. Этому 
движению соответствует прохождение частицы вдоль кристал

лографической плоскости (в данном случае-вдоль плоскости 
(100)). Существенным является то, что на периоде одного 
колебания позитрона в этой плоскости он сталкивается с не
большим (порядка 6) числом цепочек атомов и тем не менее 
его движение вдоль плоскости является регулярным. С ростом 
e.l устойчивое движение позитрона оказывается возможным 
и в других плоскостях. 

Для надбарьерных электронов возможность регулярного 
движения вдоль кристаллографических плоскостей появляется 
только при довольно больших значениях f:.l (f:.l~ 10ио ), 

Рассмотрим теперь поведение траекторий надбарьерных 
позитронов в фазовом пространстве при малом изменении 
начальных условий. На рис. 5.18 даны сечения Пуанкаре для 
траекторий в двух случаях, когда траектории начинаются 
в области регулярного движения (случай А) и в области 
хаотического движения (случай В). На рис. 5.19 изображено 
расстояние между первоначально близкими траекториями вдоль 
оси у в зависимости от числа пройденных частицей ячеек. 
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Приведенные результа
ты показывают, что при 

малом изменении началь

ных условий кривые в слу
чае А мало расходятся, 
а в случае В сильно рас
ходятся между собой. 

Таким образом, регуляр
ное движение является 

устойчивым по отношению 
к малым изменениям на

чальных условий, тогда как 
при хаотическом движении 

первоначально близкие тра
ектории быстро расходятся 
между собой. 

Заметим, что при по
строении сечений Пуанкаре 

AY/!Jma. 
0,02 

-0,02 
1Jg/Vmax 
1,5 

А 

в 

мы считали потенциал це

почки в пределах элемен

тарной ячейки цилиндричес- -1,5 
ки-симметричным. В таком 

Рис. 5.19. РаССТОJUlие между перво.начально 
близкими траекториями вдоль оси у в зави

симости от числа пройденных ч:аСТИllей ячеек: 

поле, как уже отмечал ось, 

кроме E.l сохраняется мо

мент количества движения А - регулярное; В - хаотическое движение 

М, т. е. существуют два интеграла движения, но тем не менее 
и в этом случае речь может идти о хаотическом движении 

надбарьерной частицы. Дело в том, что момент сохраняется 
в пределах каждой ячейки, но при переходе от одной ячейки 
к другой этот интеграл движения разрушается. 

Покажем теперь, что соотношение между прицельным 
параметром Ь и его изменением I1b при последовательных 
соударениях с цепочками атомов зависит от энергии частицы 

и от ориентации кристаллографических осей относительно 
падающего пучка. 

Предварительно напомним, что приближение непрерывных 
цепочек, когда последние выступают как объекты, на которых 
происходит рассеяние, имеет смысл только в том случае, 

когда достаточно мал угол между импульсом частицы и осью 

цепочки \jJ«Rja1 . Это неравенство мы считаем выполненным. 
В поле непрерывного потенциала отдельной цепочки атомов 

(потенциала вида нити), как показано в § 38, рассеяние 
возможно только вдоль азимутального угла <р в плоскости, 

ортогональной оси цепочки. Этот угол определяется, согласно 
(38.3), поперечной энергией E.l = 1 j 2 E\jJ 2 И прицельным парамет
ром цепочки Ь. Вследствие рассеяния на различных цепочках 
происходит перераспределение частиц по углам <р (см. рис. 5.20). 
Ясно, что корреляции между столкновениями частицы с цепоч
ками атомов могут проявляться, если она движется вблизи 
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Рис. 5.20. Многократное рассеяние быстрой частицы на цепочках атомов кристалла 

одной из кристаллических плоскостей, в которой периодично 
расположены цепочки. Обозначим через r:f. угол между им

}~ - --- --- -- '!.. 

и 

пульсом частицы и этой плос
костью (рис. 5.21). Тогда из
менение прицельного парамет

ра будет, очевидно, опреде
ляться соотношением 

L\ь",а2mах (r:f.,з), (40.1) 

'" 
Рис. 5.21. Углы 1/1 и сх, определяющие где а2 -расстояние между це
ориентацию кристаллических осей относи- почками в плоскости (у, z). 

тельно импульса частицы Мы интересуемся случаем, 

когда L\b«b. Это условие бу
дет иметь место только если r:f.«b\jJ/a2 и I <р 1« 1. Последнее 
неравенство выполняется либо если 1>.1» ио, либо если b»R. 
В обоих этих случаях функция <р (Ь) определяется соотношением 
(38.4) и, следовательно, для <р (Ь) справедлива следующая 
оценка: 

Так как при малых значениях азимутальных углов рассеяния 
3", \jJ<p, то H~paBeHCTBO L\b« Ь будет справедливо при условиях 

Ь 
r:f.«\jJ-, 

а2 
(40.2) 

Электроны при всех значениях углов \jJ могут подходить 
на близкие расстояния к оси цепочки, поэтому для электронов 
характерные значения прицельных параметров составляют 

b",R. Неравенства (40.2) в этом случае приобретают вид 

r:f.«\jJ~, VcJi«\jJ. (40.3) 
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Позитроны при малых зна чениях угла а не могут подходить 
на близкие расстояния к оси цепочки. Характерные значения 
при цельных параметров в этом случае порядка половины 

расстояния между плоскостями Ь '"" аз /2. Подставляя это значе
ние Ь внеравенства (40.2), приходим к следующим ограниче
ниям на углы а и "', при которых выполняется условие I1Ь«Ь: 

2.1, R .1, J 4Raz .1, (40.4) 
а« ",-, "'с--«"" 

a z аз 

При выполнении неравенств (40.3) и (40.4) траектория 
частицы будет плавно изменяться при последовательных сто
лкновениях с цепочками атомов в плоскости. Траектория 
в этом случае будет определяться непрерывным потенциалом 
плоскости, вблизи которой происходит движение, 

+00 

.. 1 а U ( ) 
Х=-- - Х 

Е ах р , 
Ир(Х)=~ f dyU(p), 

L y 

(40.5) 

-00 

где х-координата, ортогональная плоскости (у, z), Lу-линей
ный размер кристалла вдоль оси у и U(р)-потенциальная 
энергия, определяемая формулой (35.3). 

Таким образом, мы пришли к одномерной задаче о движе
нии частицы в поле ~"p (х). Ясно, что движение в таком поле 
будет регулярным. интегралом движения в этом случае, 
дополнительным к интегралу энергии поперечного движения 

t 1- = 1/2 Е'" 2, является интеграл энергии поперечного движения 
Е1-Р по отношению к рассматриваемым плоскостям, определя

емый соотношением 

(40.6) 

Обратим внимание на то, что для позитронов условия 
применимости формулы (40.5) могут быть выполнены даже 
при "'< "'С, тогда как для электронов устойчивое движение 
частиц вдоль плоскости возможно только при '" ~ Ja/R"'c '"" 3"'с' 
Эти простые аналитические оценки согласуются с результатами 
изложенного выше анализа характера движения частиц в кри

сталле на основе метода сечения Пуанкаре. 
Если хотя бы одно из условий (40.2) нарушается, 

то при последовательных столкновениях частицы с цепочками 

атомов будет происходить значительный разброс прицельных 
параметров I1Ь;;;:'Ь. Столкновения частицы с разными цепочками 
в этом случае можно рассматривать как случайные. Дей
ствительно, большой разброс прицельных параметров при 
последовательных столкновениях соответствует, очевидно, ка

ртине хаотического распределения цепочек атомов-цепочки 

остаются параллельными друг другу и пронизывают весь 

кристалл, но расстояние между ними и их взаимное 
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расположение в плоскости (х, у) является как бы случайным. 
Иными словами, в этом случае можно исходить из картины, 
в которой столкновения частицы происходят снерегулярно 
расположенными, но тем не менее параллельными друг 

другу цепочками. 

Движение частицы по отношению к цепочкам атомов, как 
мы видим, может носить как регулярный, так и хаотический 
характер, причем какая из этих возможностей осуществляется, 
зависит от углов падения частицы по отношению к кристал

лографическим осям и плоскостям и, вообще говоря, от 
начальных условий. 

Обратим внимание на то, что для нахождения сечения 
Пуанкаре необходимо знать траекторию частицы, поэтому 
может сложиться впечатление, что определение характера 

движения частицы не представляет интереса. В действитель
ности, однако, это не так, поскольку выяснение характера 

движения частицы и определение областей в фазовом простран
стве, соответствующих регулярному и хаотическому движению, 

позволяет существенно упростить описание многих физических 
процессов, связанных с этими областями. Так, в случае 
регулярного движения частицы вдоль кристаллической плос
кости, как показано выше, можно пользоваться приближением 
непрерывной плоскости; в случае же хаотического движения 
применимы методы статистической физики. 

§ 41. Многократное рассеянне на цепочках атомов 

Многократное рассеяние обычно связывается со стохастич
ностью и поэтому может показаться, что ему нет места при 

про хождении частиц через кристалл, представляющий собой 
регулярную структуру. В действительности, как мы видели, 
стохастичность может возникнуть и при движении частицы 

в кристалле. Связано это с тем, что в случае динамического 
хаоса столкновения надбарьерной частицы с различными 
цепочками атомов можно рассматривать как случайный про
цесс. При этом элементарным объектом, определяющим вза
имодействие частицы с кристаллом, выступает ее взаимодей
ствие с отдельной цепочкой атомов, тогда как взаимодействие 
с различными цепочками может быть рассмотрено методами 
статистической физики. 

Обозначим через 1(<р, z) функцию распределения частиц 
в кристалле по азимутальному углу <р на глубине z. Эта 
функция меняется вследствие рассеяния частиц на цепочках 
атомов согласно следующему кинетическому уравнению: 

+00 

~1(<p, z)=na 1\jJ f db [f(<p+<p(b), z)-J(<p, z)]. (41.1) 

-ос 
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Функция f(ep, z) нормирована условием 
+п f depf(ep, z)= 1. 

-п 

Уравнение (41.1) было введено в работах [6,34] для описания 
рассеяния положительно заряженных частиц в кристалле при 

W < Wc· в работах [9, 28, 35] показано, что для релятивистских 
частиц это уравнение остается в силе и при \jt>Wc. 

При написании уравнения (41.1) мы исходим из картины 
динамического хаоса, причем речь идет о динамическом хаосе 

во всем фазовом пространстве. Это означает, что в сечениях 
Пуанкаре объем областей, соответствующих регулярному дви
жению, должен быть мал по сравнению с объемом области, 
соответствующей динамическому хаосу. Только в этом случае 
можно пользоваться уравнением (41.l). Этот вывод подтвер
ждается при использовании численного метода расчета прохож

дения частиц через кристалл (см. § 56). 
Решение уравнения (41.1), удовлетворяющее условию Лер, 0)= 

= Б (ер ), где Б (ер) - дельта -функция, имеет вид 
+00 

Лер, z)=2~kX", (coskep)exp [ -na1\jtz f db(I-СОSkер(ь))]. (41.2) 

-00 

Важной величиной, характеризующей рассеяние частиц 
в кристалле, является средний квадрат угла рассеяния частиц 

+п 

3 2=4\jt2 f depf(ep, z)sin2~. (41.3) 

-п 

Используя (41.2), имеем 

+00 

3 2=2\jt2{I-exp [ -2па1 \jtL f db(sin~ep(b)YJ}· (41.4) 

- 00 

Рассмотрим некоторые предельные случаи формул (41.2) 
и (41.4). 

При больших значениях углов \jt (\jt»\jtc) характерные 
значения углов рассеяния частицы на отдельной цепочке 
атомов малы. При этом, если 

00 

ер 2 = 2па 1 L\jt f dbep 2 (Ь)« 1, (41.5) 

о 
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где <р (Ь) определяется формулой (38.4), то в области углов 

<р:$# сумму в (41.2) можно заменить на интеграл. В этом 
случае распределение частиц по углам <р будет гауссовым: 

1 (ср2 ) 1(<р, L)~----= ехр - 2· 

J2rtq> 2 2ср 
(41.6) 

При этом 
00 00 

з2 (L)=\j12<p2=8nLa 1E- 2\j1-1 f db(~ f dXUr (p))2 (41.7) 

о о 

в частности, для непрерывного потенциала Линдхарда (35.16) 

(41.8) 

Сравнивая это значение 32 со средним квадратом угла 
рассеяния частиц в аморфной среде (20.11), находим, что 

(41.9) 

Таким образом, в рассматриваемой области углов \j1 (\j1»\j1J 
средний квадрат угла рассеяния частиц в кристалле значительно 
превосходит средний квадрат угла рассеяния частиц в аморфной 
среде. Множитель R/4a1 \jJ представляет собой по порядку 
величины число атомов из отдельной цепочки атомов кристал
ла, с которыми эффективно взаимодействует частица. 

При больших толщинах L, а именно, при выполнении 
00 

условия па 1 \j1 L f db<p 2 (Ь )>> 1 согласно (41.2) распределение 
о 

частиц по углу <р становится равномерным: 

1(<р, L)= lj21t. (41.10) 

Величина 32 в этом случае определяется только значением 
угла \j1 

(41.11) 

При \jJ '" \j1c И конечных толщинах кристалла вычисление 
функции распределения и среднего квадрата угла рассеяния 
может быть проведено только численными методами. 
_ На рис. 5.22 представлены результаты вычисления функции 
32 (L, \j1) при различных значениях угла \j1 и разных толщинах 
кристалла. Вычисления проводились для позитронов (сплошные 
линии) и для электронов (штриховые линии) с Е= 1 ГэВ, 
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Рис. 5.22. Ориентационная зависи
мость среднего значения квадрата 

угла рассеянии позитронов и элек

тронов с энергией Е = 1 гэв, дВи

жущихся в кристаллах кремния раз

личной толщины вблизи оси < 111 > 

движущихся В кристаллах кремния с L = 1 О; 100 и 1000 мкм 
вблизи оси < 111). Вычисления проводились для потенциала 
цепочки (35.18) при Т=293 К. Штрихпунктирная кривая соот
ветствует результатам вычисления среднего значения квадрата 

угла рассеяния позитронов в кристалле кремния с L= 100 мкм 
В случае, когда потенциал цепочки представляет собой потен
циал Линдхарда. 

Полученные результаты показывают, что э 2 зависит от 
знака заряда частицы, толщины кристалла и соотношения 

между \jJ и \jJc' Максимум э2 достигается при \jJ,,-,\jJс' В этой 
области углов \jJ средний квадрат угла рассеяния кристаллом 
позитронов больше среднего квадрата угла рассеяния элект
ронов. Различие в рассеянии частиц с разными знаками заряда 
обусловлено различием в рассеянии этих частиц на отдельной 
цепочке атомов при малых прицельных параметрах. При 
\jJ » \jJ с и \jJ « \jJ с в соответствии с (41.7) и (41.11) различие 
в многократном рассеянии электронов и позитронов исчезает. 

Приведенные графики показывают также, что с ростом 
температуры кристалла (потенциал Линдхарда соответствует 

и 2 =0) средний квадрат угла рассеяния частиц кристаллом 
уменьшается. При этом, однако, в Шl!Q9КО~ интервале углов 

\jJ по-прежнему выполняется условие Э 2 » Э;. 
Рассмотрим теперь многократное рассеяние в слrчае, когда 

потенциал цепочки аппроксимируется функцией и1 (р)= ио (Щр). 
в поле с таким распределением потенциала интегрирование 
в формулах (41.2) и (41.4) может быть выполнено аналитически. 
При этом функция распределения частиц по углам имеет вид 
[6, 34] 

f ( L) - 1 --,---s_h В_ 
q>, - 2п ch B-coslp' 

а средний квадрат угла рассеяния равен 

Э 2 = 2\jJ2 {1-ехр (-1tnа 1 R\jJLр -2)}. 

(41.12) 

(41.13) 
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Эти формулы показывают, что в отличие от потенциала 

Линдхарда в поле вида и1 (р) величина Э 2 не зависит от 
знака заряда частицы и монотонно растет с увеличением \jI. 
Таким образом, при ф> Фс потенциал и1 (р) дает совершенно 
неправильную картину в рассеянии частиц цепочками атомов, 

что обусловлено более сингулярным характером функции и1 (р) 
при р-О, чем функции UL (р). 

Полученные результаты справедливы, если сохраняется 
энергия поперечного движения. Для этого необходимо, чтобы 
средний квадрат угла рассеяния частицы на различных несовер
шенствах решетки был мал по сравнению с ф2. 



ГЛАВА 6 

ИЗЛУЧЕНИЕ ФОТОНОВ ЗАРЯЖЕННЫМИ ЧАСТИЦАМИ 

В ПОЛЕ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛОСКОСТЕЙ 

§ 42. Двнжение заряженных частнц в поле 
непрерывного потенциала кристаллических плоскостей 

Мы перейдем теперь к рассмотрению излучения при 
движении релятивистских электронов и позитронов вблизи 
кристаллической плоскости и оси, предполагая, что излучение 
может описываться классической электродинамикой. Для этого 
необходимо, в частности, чтобы энергия фотона была зна
чительно меньше эн~гии электрона nro« Е и чтобы выпол
нялось условие NcZe jnv» 1, где Nс-число атомов на длине 
когерентности. Кроме того, должно быть велико число кван
товых уровней в поле кристаллических плоскостей, играющих 
роль в рассматриваемой задаче. 

Начнем с изучения движения частицы вблизи кристал
лической плоскости. Мы будем интересоваться излучением 
в области частот, для которой длина когерентности lс больше 
или порядка длины 2Rj8, на которой частица эффективно 
взаимодействует с атомами кристаллической плоскости (8-
угол между импульсом падающей частицы и кристаллической 
плоскостью, R-радиус экранировки потенциала атома). 

В борновском приближении, как мы видели, в этом случае 
действие кристаллической плоскости со многими дискретно 
расположенными атомами эквивалентно действию плоскости 
с непрерывно распределенными атомами. Иными словами, 
в этом случае кристаллический потенциал можно заменить 
усредненным потенциалом, определяемым формулой (30.2). 
Потенциальную энергию И(х) можно представить в виде 

и(х)= I Ир(Х-Хn ), Ир(Х )=-I-fdZdУU(Г), (42.1) 
n аl а2 

где Ир(Х )-усредненная потенциальная энергия взаимодействия 
электрона с кристаллической плоскостью, аl и а2 -средние 
расстояния между атомами вдоль осей Z и у, хn-координаты 
точки пересечения оси х с n-й плоскостью. Такой же заменой 
можно пользоваться и при классическом рассмотрении излуче

ния релятивистских частиц. Это связано с тем, что в реля
тивистском случае, когда Ic;;::'2Rj8, частица в пределах длины 
когерентности будет взаимодействовать с большим числом 
атомов кристаллической плоскости. Так как излучение форми
руется на длине порядка lс и при малых 8 изменение 
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прицельного параметра между последовательными соударени

ями частицы с атомами плоскости, находяIЦИМИСЯ в. пределах 

длины [С, будет мало, то для излучения несущественна 
неоднородность распределения потенциала в плоскости. 

Подставляя потенциальную энергию и(х) в уравнение (35.1) 
и учитывая, что в поле (42.1) сохраняется составляющая 
импульса частицы PII' параллельная плоскости (у, Z), приходим 
К следующему уравнению для траектории вдоль оси х: 

.. 1 о И( ) 
Х=--- Х, 

E 11 ОХ 
(42.2) 

Из этого уравнения следует, что в поле u(х) сохраняется 
энергия поперечного движения 

(42.3) 

где хо-координаты точки влета частицы в кристалл. 

Формулы (42.2) и (42.3) показывают, что скорость и ускоре
ние частицы в периодическом поле И (х) будут периодическими 
функциями времени. 

Из (42.3) легко найти траекторию частицы: 

х 

t=jEJ2 S dx' (1)1- (хо)- u(х,))-т, (42.4) 

где интегрирование ведется вдоль пути, проходимого частицей 
в кристалле вдоль оси х. 

При I>1-(хо»итао где Umах-максимальное значение потен
циальной энергии И (х) (для электронов И тах = О, дЛЯ позит
ронов итах=1 U(x)lmax), энергия поперечного движения больше 
высоты потенциального барьера. Движение в этом случае 
вдоль оси х будет инфинитным. Частица, движущаяся в этих 
условиях, носит название надбарьерной. Период колебания 
скорости и ускорения такой частицы, очевидно, равен 

d 

Т _fdX 
U- IТ!' 

о 

х= (42.5) 

где d-расстояние между плоскостями. 
Если 1>1- (хо ) < и тах, то движение частицы в направлении, 

перпендикулярном плоскости, будет финитным. Частица, совер
шающая такое движение в кристалле, носит название кана

лированноЙ. Период колебания каналированной частицы равен 

d/2 

Тс =4 f 1~10(I>1-(xo)-U(X)), 
о 

где 0(1;)-ступенчатая функция Хевисайда (2.9). 
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Рис. 6.1. Типичные траектории надбарьерных и каиалированнbIX позитронов (а) и эле
ктронов (6) в поле непрерывного потенциала кристаллических плоскостей (l соответствует 

случаю 9»9,; 2-Э;С9,; 3-9<0,) 

Мы ВИДИМ, что необходимым условием каналирования 
является выполнение неравенства 

(42.7) 

где ee=J2Umax/EIi -критический угол плоскостного канали
рования [1, 2). 

При е> ее движение будет надбарьерным для всех падающих 
на кристалл частиц. Типичные траектории надбарьерных и ка
налированных частиц при различных соотношениях между 

углами е и ее представлены на рис. 6. \. 
Скорость и ускорение частицы в поле и(х), как мы 

видели, являются периодическими функциями времени. Если 
т - период колебания этих величин, то радиус-вектор траек
тории r (t) на периоде одного колебания будет изменяться 
по закону 

r(t+ T)=Vjj T+r(t), (42.8) 

где vjj-скорость поступательного движения частицы. Таким 
образом, быстрая частица при движении в поле (42.1) совершает 
периодические колебания в плоскости, ортогональной V jj , и за 
время одного колебания в этой плоскости она смещается 
вдоль вектора V на расстояние Vlj Т. Иными словами, в рас
сматриваемом случае реализуется ондуляторный режим движе
ния (см. § 6). 

В § 6 были получены формулы, описывающие излучение 
частицы в ондуляторе. Ясно, что этими формулами можно 
пользоваться и в случае движения частицы в поле непрерывного 

потенциала кристаллических плоскостей (42.1). Принципиальное 
различие между излучением в кристалле и в ондуляторе при 

этом будет заключаться в том, что в ондуляторе излучение 
всех частиц происходит одинаково, в кристалле же следует 

различать излучения каналированных и надбарьерных частиц*). 
Траектории и периоды колебаний каналированных и над-

*) Излучение при каналировании впервые было рассмотрено в работе 
[3], излучение при надбарьерном движении - в работе [4]. 
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барьерных частиц различны, поэтому будут различны и спек
тральные распределения их излучения. Отметим также, что 
при прохождении через кристалл пучка частиц могут быть 
созданы условия, когда часть частиц падающего пучка будет 
двигаться в условиях каналирования и часть-в условиях 

надбарьерного движения. Такая ситуация имеет место, если 
пучок падает на кристалл под углом е, меньшим критического 
угла плоскостного каналирования ее. При этом в зависимости 
от точки влет а частицы в кристалл ХО ее движение вдоль 

оси Х может быть как финитным, так и инфинитным. В этом 
случае необходимо учитывать вклад в излучение обеих групп 
частиц. 

Формула (42.4) показывает, что траектория частицы в поле 
непрерывного потенциала кристаллических плоскостей зависит 
от ХО. ОТ ХО, очевидно, будет зависеть и спектральная 
плотность излучения dS (Хо)/ dro движущейся в кристалле части-
цы, поэтому величину dS (Хо)1 dro необходимо усреднить по 
ХО. Считая распределение частиц по ХО на входе в кристалл 
равномерным, имеем 

d 

dt! =~ fdXO :!!(хо) 
dro d dro ' 

о 

где d-расстояние между плоскостями. 

§ 43. Излучение при углах влет а, превосходящих 
критический угол плоскостного каналирования 

(42.9) 

Рассмотрим вначале излучение при движении частиц в кри
сталле под углом е к кристаллическим плоскостям, значительно 
превосходящим критический угол плоскостного каналирования 
ее. Энергия поперечного движения E1. = 1/2Ее 2 в этом случае 
велика по сравнению с глубиной потенциальной ямы непрерыв
ного потенциала кристаллических плоскостей, поэтому при 
нахождении траектории вдоль оси Х может быть выполнено 
разложение в (42.4) по параметру и/Е 1.' В первом приближении 
такого разложения находим, что траектория частицы вдоль 

оси Х близка к прямолинейной: 

X(t)~Xo+etv. (43.1) 

При этом интервал времени, на котором скорость и ускорение 
периодически повторяются, равен 

(43.2) 

Покажем теперь, что при е» ее в широком интервале 
энергий Е выполняется условие дипольности излучения 
у2Зг« 1, где Зl-угол рассеяния на длине когерентности (см. 
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§ 5). Определим с этой целью максимальное значение измене
ния скорости частицы на периоде колебания. Согласно (42.3), 
это изменение скорости равно 

s:._~-J2( IUI )_leIUlmax иХ - - Е - Е - _- --
Е 1- Е 1- тах 2 E.L· 

У читывая соотношение ее = J 21 U 1 тах / Е, запишем 8х в виде 

8x=~ е; е. (43.3) 
2 е 2 

Подставляя это выражение для 8х в неравенство у 2 3 t « 1, 
приходи м К следующему ограничению на угол е, при котором 
можно пользоваться дипольным приближением для описания 
излучения, 

e»1 Ulmax/E. (43.4) 

Мы интересуемся случаем е» ее, поэтому только в области 
энергий 

E»4т 2 /1 Ulmax (43.5) 

могут оказаться существенными эффекты, связанные с неди
польностью излучения. При движении частиц в кристалле 
кремния, например, вблизи плоскости (11 О) величина 
1 Ulmax=22 эВ. Неравенство (43.5) в этом случае приобретает 
вид Е» 50 ГэВ. Таким образом, в широком интервале энергий 
излучение частиц в поле непрерывного потенциала кристал

лических плоскостей при е» ее может быть рассмотрено 
в рамках дипольного приближения. 

Спектральная плотность излучения в ДИПОЛЬНОМ приближе
нии, согласно (6.6), определяется фурье-компонентой ускорения 

dl!D=N e2ro L ~[1-2~(1-~)JI Wx (v)1 2 , 
dro Т >-0 v v v 

т y~ (43.6) 
Wx(v)= S dtx(t)exp(ivt). 

о 

В интересующем нас случае е»ес в (43.6) может быть 
выполнено разложение по потенциалу. Сохранив только первый 
член разложения, приходим к следующему выражению для 

спектральной плотности излучения [4]: 

dl!v=L 2е 2 0 L [1_20(1-~)JIU 1 2 (1+0(е;)) 
dro 3m 2 ezd 2 eg eg 9 е 2 ' 

g~o/e 

(43.7) 

где g=2тcn/d (n=о, ± 1, ±2, ... ) и Ug-фурье-компонента 
потенциальной энергии: 

d 

Ug = S dxU(x)e igX • 

о 

(43.8) 
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Легко видеть, что формула (43.7), полученная в рамках 
классической электродинамики, приводит к тому же результату, 
что и формула (31.9), полученная по теории возмущений 
квантовой электродинамики с учетом вклада в излучение 
второго борновского приближения. Действительно, замечая, 
что dtff / dro=Lnro(dcr / dro) и Ug =n dug, где ug-фурье-компо
ненты потенциальной энергии взаимодействия частицы с атомом 
решетки с нулевыми значениями компонент gy и gz (напомним, 
что при выводе формулы (31.9) в качестве потенциала отдельного 
атома использовался экранированный потенциал Кулона), мы 
придем при nro« Е к формуле (31.9) для dcr / dro. 

Подчеркнем, что формулы (43.7) и (31.9) для интенсивности 
и сечения излучения, полученные на основе классического 

и квантового рассмотрения процесса излучения частицы в поле 

кристаллических плоскостей с учетом соотношения dtff = Ln ro dcr, 
полностью совпадают. Заметим в этой связи, что в эти 
формулы не входит постоянная Планка n. 

Формула (43.7) становится несправедливой при e~ee' в этом 
случае движение частицы уже нельзя считать близким к пря
молинеЙному. 

§ 44. Излучение при каиалироваиии 
и иадбарьериом движеиии 

Рассмотрим теперь, как изменяются спектральные рас
пределения излучения электронов и позитронов с уменьшением 

значения угла е. в этом случае, как показывает формула 
(43.4), быстро растут поправки, при водящие к отличию тра
ектории частицы от прямолинейной; растет при этом и различие 
в излучении электронов и позитронов. Выясним, как отразится 
на излучении учет отклонения траектории от прямолинейной. 
Будем по-прежнему считать выполненным условие дипольности 
излучения релятивистских частиц в кристалле. 

При е ~ ее наряду с надбарьерным движением возможно 
явление каналирования. Траектории надбарьерных и кана
лированных частиц различны, поэтому будут разными и спе
ктры излучения таких частиц. В рассматриваемой области 
углов е, как уже упоминалось, при нахождении траектории 
вдоль оси х движение нельзя считать близким к пря
молинейному и для нахождения x(t) необходимо знать 
конкретный вид функции U(х). 

На рис. 6.2 представлены результаты вычисления меж
плоскостного потенциала кристалла кремния, относящиеся 

к кристаллической плоскости (11 О). Вычисления проводились 
по формуле (42.1) при Т = 239 К. Графики рис. 6.2, а относятся 
к потенциальной энергии взаимодействия позитрона с непре
рывным потенциалом плоскости, а графики рис. 6.2, б-к 
потенциальной энергии взаимодействия электрона с той же 
плоскостью. Траектории частиц и спектральные распределения 
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Рис. 6.2. Непрерывная потенциальная энергия взаимодействия позитронов (а) " электронов 
(6) с полем кристаллических плоскостей (110) кристалла кремния 

излучения в таком поле могут быть найдены по формулам 
(42.2)-(42.6) и (43.6) численными методами. 

С целью упрощений вычислений межплоскостной потенциал 
часто аппроксимируют функциями более простого вида. 
Рассмотрим простейшую из таких аппроксимаций, когда 
потенциальная энергия аппроксимируется параболической фу
нкцией [2] 

(44.1) 

где знаки «+)} и «-)} относятся соответственно к позитронам 
и электронам, 1 х 1 ~ d j 2, n - плотность атомов и 11 - числовой 
коэффициент, определяемый из условия наилучшей аппрок
симации межплоскостного потенциала функцией вида (44.1). 

В таком поле все величины, входящие в формулу (43.6), 
удается вычислить аналитически для позитронов и электронов, 

движущихся как в условиях каналирования, так и в условиях 

надбарьерного движения. 
Так, для каналированных и надбарьерных позитронов 

находим следующие выражения для спектров излучения: 

d:~+ =LA ~4 ~ [1-2~(I-~)](fЗ2+а2)е(I-~), 
fЗ2+ а 2< 1, (44.2а) 

dtff: =LA~~ ~ [1_2~~(1-~~)J e(n-~~/1t) 
dro 2 n~1 1tn 1tn (n2_~2/1t2)2' 

fЗ2+ а 2> 1. (44.26) 

Здесь f3=8j8c , cr=2xo/d, ~=od/28c> Тс+ =nd/8c , 

~ = arcsin(f32 + а 2 )-1/2, А = 32е 2 и ;/n 4т 2f}cd. 

При 8=0 формула (44.2а) дает спектральное распределение 
излучения каналированных позитронов, найденное в работе [3}: 

(44.3) 
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Если же 9#0, то согласно (44.2а) положение максимума 
в спектре излучения позитронов, как и в случае 9 = о, будет 
расположено при ~ = 1. Однако величина интенсивности излуче
ния в максимуме будет отличаться от интенсивности при е=о. 

При е> ее каналированные частицы отсутствуют. Интен
сивность излучения позитронов в этом случае определяется 

формулой (44.2б). При этом если e~e" то положение мак
симума спектра излучения расположено при ~ ~ 2jn. Разное 
расположение максимумов излучения каналированных и над

барьерных частиц обусловлено различием периодов их колеба
ний в кристалле. Величина интенсивности излучения над
барьерных частиц в максимуме спектра излучения при е", ее 
по порядку величины сравнима с величиной интенсивности 
излучения каналированных частиц. В области углов е»ее 
формула (44.2б) дает соответствующий результат теории 
когерентного излучения частиц в кристалле: 

(44.4) 

Положение максимума интенсивности излучения в этом случае 
соответствует ~=n~; величина интенсивности излучения в мак
симуме быстро убывает с увеличением е. 

В случае электронов соответствующие спектры излучения 
каналированных и надбарьерных частиц в поле (44.1) определя
ются формулами 

dS; =8LA~;" ~2 _ [1-4~~(1-2~~)Je(n-2~~), a>~, 
dro n~ 1 (n2+4~2n 2)2 nn nn n 

(44.5а) 

dtf;; =~LA~ f ~~ _ [1_2f,1~(1_f,1~)Je(n_f,1~), a<~. 
dro 2 n= 1 (n2+~In 2)2 nn nn nn 

(44.5 б) 

Здесь ~=arch (a2_~2)-1/2, ~1 =arsh(~2_cr2)-1/2 и штрих у знака 
суммы означает суммирование только по нечетным значениям n. 

Формулы (44.2) и (44.5) показывают, что при e~ee спектры 
излучения позитронов и электронов существенно различаются. 

Это различие обусловлено различием потенциалов взаимодей
ствия позитронов и электронов с полем решетки. Так, если 
для позитрона функция и (х) близка к параболической, то 
в случае электронов эта функция представляет собой «перевер
нутую» параболу (см. рис. 6.2). Ясно, что траектории позит
ронов и электронов в таких потенциалах различны, поэтому 

различны и спектры их излучения. 

При е»ее формула (44.5б) переходит в (44.4). Излучение 
электронов и позитронов в этом случае одинаково. 
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Рис. 6.3. Спектры излучения позитронов (сплошные линии) и электронов (штриховые) 

в поле непрерывного потенциала кристаллических плоскостей (44.1) при различных углах 
падения частиц по отношению к nлоск(х;ти 

Приведенные формулы относятся к заданным значениям 
е и Хо. При падении пучка на кристалл Эти формулы должны 
быть усреднены с помощью соотношения (42.9) по Хо. 
Учитывая, что при 8;;;8с при падении пучка на кристалл 
в зависимости от ХО наряду с надбарьерным движением 
возможно явление каналирования, запишем среднее по ХО 
значение спектрального распределения излучения в виде 

~~ =LAf(~, ~), f(~, ~)=fc+fu' (44.6) 

где f(~, ~)-безразмерная функция параметров ~ и ~, определя
емая формулой (42.9); fc относится к каналирован:ным частицам, 
fu - к надбарьерным частицам. 

На рис. 6.3 представлены результаты вычисления функции 
(~,~) в дипольном приближении при различных значениях 

181 



параметра ~ = е /ес • Сплошные кривые относятся к позитронам, 
движущимся в поле с параболическим распределением потен
циала, штриховые - к электронам, движущимся в поле типа 

«перевернутой параболы» [5, 6 ]*), Приведенные графики показы
вают, как зависит спектр излучения от значения угла е и от 
знака заряда частицы. 

В поле (44.1) определяющий вклад в излучение в области 
максимума спектрального распределения излучения вносит 

первая гармоника-первое слагаемое суммы по v в формуле 
(43.6). Максимум спектрального распределения излучения этой 
гармоники соответствует частотам ro '" 41[у 2 /Т. При е;:5 ее в об
ласти максимума излучения f(~, ~)"" 1 (см. рис. 6.3), и, 
следовательно, в этой области частот <d<ff/dro) определяется 
по порядку величины толщиной кристалла L и значением 
множителя А. Сравнивая это значение <d<ff/dro) с величиной 
<dfff ви/dro), соответствующей излучению частицы в аморфной 
среде, находим, что 

/drf)_N dt!BH 
\dш с dш ' 

(44.7) 

где Nc "'nR 2d/ee -число атомов решетки, которые находятся 
в пределах длины когерентности. Мы видим, что при е;:5 ее 
усиление излучения обусловлено когерентным механизмом 
излучения релятивистских частиц при взаимодействии с ато
мами кристаллической решетки. Резкие максимумы в спектре 
излучения (см. рис. 6.3) вызваны интерференцией волн, излуча
емых частицей с периодически повторяющихся участков пути. 

Приведенные на рис. 6.3 кривые показывают, что различие 
в спектральных распределениях излучения между электронами 

и позитронами особенно велико при малых углах е (е;:5 ее)' 
Начиная с е порядка 2ее спектры излучения электронов 
и позитронов практически совпадают. 

При е» ее существуют только надбарьерные частицы. 
Период колебаний этих частиц с уменьшением е увеличивается: 
тu '" d/e. При этом область характерных частот излучения 
ro-41[y 2e/d уменьшается, а интенсивность излучения в мак
симуме возрастает. 

При е < ее наряду с надбарьерными частицами появляются 
каналированные частицы, период колебания которых примерно 
в два раза больше периода колебания надбарьерных частиц. 
Поэтому характерные частоты излучения каналированных ча
стиц в два раза меньше характерных частот излучения 

надбарьерных частиц. На рис. 6.3 острый пик в спектральной 
плотности излучения позитронов в области ~ - 1 обязан 

*) Для ряда других аппроксимаций межплоскостного потенциала резуль
таты вычислений спектров излучения электронов и позитронов, движущихся 
вблизи кристаллической плоскости, представлены в работах [7 -12] (см. 
также обзоры [13-19] и ссылки в них). 

182 



каналированным частицам, а максимум в области ~;;;:: 2-
надбарьерным частицам. 

Отметим, что интенсивность излучения каналированных 
и надбарьерных частиц в области их максимумов излучения
одного порядка величины. 

При е = о интенсивность излучения позитронов в области 
~ ~ 1 меньше интенсивности излучения позитронов при е = 0,9 ее' 
Это связано с тем, что при е = 0,9 ее доля каналированных 
позитронов, а:\fплитуда колебаний которых велика, больше, 
чем при е=о (вклад в спектр излучения частиц с большой 
амплитудой колебания является определяющим). 

Отметим, что интенсивность излучения, определяемая фор
мулами борновской теории когерентного излучения (31.1) и 
(43.7), неограниченно растет с уменьшением угла е [20, 21]. Ре
зультаты этой теории, однако, справедливы, если е» ее' Полу
ченные выше результаты показывают, что при е;:5ее отмеченный 
рост интенсивности излучения прекращается и интенсивность 

излучения в этой области углов определяется формулой (44.7). 
Таким образом, учет влияния отклонения траектории частицы 
в кристалле от прямолинейной на излучение при е ~ ее приводит 
к ограничению интенсивности излучения, определяемой фор
му лами борновской теории когерентного излучения. 

Заметим также, что при E-H:IJ, согласно (44.7), интенсив
ность излучения в максимуме неограниченно растет. В этом 
случае, однако, нарушается условие дипольности излучения 

уее« 1, использованное при выводе формулы (43.6), и сле
довательно, необходим учет эффектов, связанных с недиполь
ностью излучения. 

§ 45. Влияиие расходимости частиц в пучке на излучение 

До сих пор мы считали, что частицы входят в кристалл 
под строго заданным углом е к одной из кристаллических 
плоскостей. Практически, однако, пучок всегда обладает не
которой расходимостью, поэтому важно выяснить, как влияет 
расходимость пучка на излучение. Спектральная плотность 
излучения в этом случае в ДИПОЛЬНОМ приближении будет 
определяться формулой 

(;~)=LA J deg(e)f(~, J3), (45.1) 

где g(е)-функция распределения по углу е влетевших в кри
сталл частиц. В простейшем случае, когда частицы падают 
параллельно кристаллическим плоскостям и частицы в пучке 

распределены равномерно в интервале углов eo~e~o, функция 
g (е) имеет вид 
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2 ро=2 1,5 
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1 jjO=2 

р=2 

2 3 l; 1 2 
а 

Рис. 6.4. Спектры излучения позитронов (а) и электронов (6) в поле кристаллических 

плоскостей С учетом расходимости частиц в пучке 

где 0 (х)-ступенчатая функция (2.9). При этом 

(45.2) 

где ~o=eo/ec. На рис. 6.4 представлены графики функции 
l(~, ~o) для позитронов (а) и для электронов (6) в том случае, 
когда частицы движутся в поле вида (44.1). 

Если пучок обладает расходимостью, то в условиях ка
налирования будет находиться лишь часть частиц пучка. При 
этом каналированные частицы будут вносить основной вклад 
в излучение в области частот ю-4'(2еcfd (т. е. ~-1), а над
барьерные частицы-в области частот ю1!:,8у 2ес/d (т. е ~1!:,2). 

Из графиков видно, что в случае пучка позитронов 
с большой расходимостью имеет место резко выраженный 
максимум в спектре излучения при ~ = 1. Все каналированные 
позитроны в этом случае имеют одинаковый период колебаний 
и, следовательно, все эти частицы дают основной вклад 
в излучение при ~ - 1. Что касается надбарьерных позитронов, 
то для них нет резкого максимума в спектре излучения, так 

как надбарьерные позитроны с различными значениями е дают 
вклад в излучение в различных областях частот (см. рис. 6.3). 

Для электронов, движущихся в условиях каналирования, 
период колебания существенно зависит от значения угла е и от 
координаты точки влета частицы в кристалл, поэтому в спектре 

их излучения нет резкого максимума. 

До сих пор мы не учитывали многократного рассеяния 
частиц, которое играет важную роль, если средний квадрат 
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\ПJa при многократном рассеянии З; превосходит квадрат 
угла расходимости пучка еб. в этом случае функцию рас
пределения g(e), входящую в формулу (45.1), следует считать 
зависящей не только от угла е, но и от глубины проникновения 
частицы в кристалле g(e)-+g(e, z). Учитывая, что f(~,~) не 
зависит от z, мы можем при нахождении спектра излучения 
заменить g (е) на 

] L 

g(e)=- f dzg(e, z). 
L о 

(45.3) 

При этом среднее значение спектральной плотности излуче
ния прошедшего через кристалл пучка бу дет определяться 
формулой (45.1) с функцией распределения (45.3). 

Заметим, что этот результат справедлив, если процесс 
многократного рассеяния развивается адиабатически с глуби
ной проникновения частиц в кристалл. А именно, требуется, 
чтобы на периоде одного колебания частицы в поле И(х) 
ее траектория не испытывала значительных флюктуаций. 
Если же это условие не выполняется - в частности, если на 

периоде одного колебания люктуации интеграла энергии 

поперечного движения (ОЕ _J2 будут порядка глубины потен
циальной ямы Ир, то траектория частицы в поле И(х) 
будет существенно стохастической. Приведенные выше фор
мулы, основанные на периодическом характере движения 

частицы в поле И(х), в этом случае теряют свою силу, 
и анализ процесса излучения должен проводиться с учетом 

стохастического характера движения частицы в кристалле 

(см. гл. 8). 

§ 46. Учет недипольности излучения 

Формула (43.6) для спектральной плотности излучения 
справедлива в случае дипольного приближения, т. е. при 
условии уЗ, «1. Если же имеет место условие уЗ, ~ 1, то 
дипольным приближением пользоваться нельзя и спектр излуче
ния необходимо определять по формуле (6.5). 

Нарушение условия дипольности излучения раньше всего 
наступает для каналированных частиц. Так, для этих частиц 
З, "-' е е' поэтому ( уЗ,) 2 "-' 2 Иру / т; последняя же величина при 
достаточно больших энергиях больше единицы. В случае 
надбарьерных частиц се>ее) величина З, порядка е; /е, т. е. 
Э, < ее' поэтому для надбарьерных частиц величина уЗ, зна
чительно меньше, чем для каналированных частиц (фактор 
ее/е отражает уменьшение времени действия сил для над
барьерной частицы по сравнению с каналированной). По этой 
причине мы рассмотрим влияние недипольности излучения 

только для каналированных частиц, предполагая, что частицы 
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пучка падаfOТ на кристалл параллельно кристаллическим 

плоскостям *). 

Усредненная по точкам влета спектральная плотность 
излучения каналированных частиц определяется формулами 
(6.5) и (42.9). В общем виде вычислить входящие в эти 
формулы интегралы в аналитическом виде не удается, поэтому 
для нахождения среднего значения спектральной плотности 
излучения < d rff / d ro > должны быть использованы численные 
методы. Если известна траектория частицы x(t) вдоль оси 
х, то для нахождения <drff /dro) необходимо вычислить тройной 

3 

3 

2 

1 

интеграл-по времени t, по 

азимутальному углу q> и по 

координате точки влета части

цы в кристалл хо. 

Величину <drff /dro) удобно 
записать в виде 

(~~)=LAfx(~), (46.1) 

где х=у8с -параметр недипо
льности излучения каналиро

ванной частицы. Для позитро-
О 1 2 ~ нов, движущихся В кристалле 

Р 6 5 У эффе алмаза вдоль плоскости (110), 
ис. .. чет влияния кта недиполъ-

ности на излучение каналированныx позит- функция fx (~) представлена на 
ронов с энергией 6 и 14 гэв (кривые J и 2) рис. 6.5 [22). Межплоскостной 
в кристалле алмаза при движении частиц потенциал п дполагае ся па 
вдоль !Ulоскости (110). Кривая 3 соответ- ре т-
ствует результату дицольного приближения раболическим, и" = 20 эВ. 

Из формул ~6.5) и (42.9) 
следует, что при х;:51 положение максимума спектра излучения 

каналированных позитронов определяется из условия 

21t/Tc={I+y2vi)8. В случае параболического потенциала (44.1) 
это приводит к слеДYfQщему значениfO частоты, соответст

ВУfOщей максимуму спектральной плотности излучения: 

(46.2) 

где roо =4у2 8с /d-положение максимума спектра излучения 
в дипольном приближении. Этому значениfO roтах соответствует 
значение ~, равное 

~тax = ( 1 + ~ Х 2) -1 
Приведенные на рис.6.5 графики показываfOТ, что при 

~ < ~тax дипольное и недипольное приближения даfOТ близкие 

*) На необходимость учета недипольности для описания излучения ка
налированных частиц было обращено внимание в работе [1 О]. 
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результаты. При ~> 1 в дипольном приближении спектральная 
плотность излучения равна нулю, тогда как учет недипольности 

излучения приводит к значению этой величины, отличному 
от нуля. 

Простую формулу для спектра излучения можно получить 
в области частот ffi ;$ фтах , если каналированные позитроны 
движутся в поле с параболическим распределением плоско
стного потенциала. Для этого необходимо воспользоваться 
формулой (3.6). При движении позитрона в таком поле 

X(I)=XocosQl, где Q=2ec /d и IXol~d/2. Подставляя это 
выражение Х(I) в (3.6) и замечая, что . 

v * (t) у = у [v 1- (t + (2) - v 1- (t2)] = - 2K~ (sin ~ "1) cos ("2 +~ "1 ). 
где ~=2xo/d, "1 =Qt и "2=Qt2, получим после интегрирования 
по "2 формулу (6.12), в которой следует произвести 
замену K-~K. 

Формула (6.12) справедлива при любых частотах. Параметр 
недипольности излучения к входит в эту формулу в виде 

комбинации 1/2 ~ К 2 ~ 2. В области малых частот последняя 
величина будет малой независимо от значения к. В первом 
приближении по этому параметру среднее значение спектраль
ной плотности излучения приобретает вид [6] 

(46.3) 

Эта простая формула хорошо описывает спектр излучения 
каналированных позитронов в области частот ш;$ютах (см. 
также (6.13». Основной вклад в излучение в этой области 
частот вносит первая гармоника излучения. 

Рассмотрим теперь поведение интенсивности излучения 
в максимуме спектральной плотности излучения (46.3) при 
Е-со. Максимум функции (46.3) соответствует значению 

~тax = (1 + 1/2 К 2) - 1. В этой области частот по порядку 
величины имеем 

(46.4) 

Отсюда находим, что при Е-'>со 

/и)",~e2e -о. 
\ doo d с 

(46.5) 

187 



Таким образом, учет недипольности излучения ограничиваеl 
отмеченный в § 44 рост интенсивности излучения в максимуме 
при увеличении энергии частицы и, более того, при Е-ну:; 
приводит не к росту, а к уменьшению интенсивности излучения 

в максимуме. 

Отметим, что этот результат относится только к первой 
гармонике. При больших значениях параметра недипольности 
(х» 1) максимум спектрального распределения излучения ка
налированных позитронов приходится на область частот, 
значительно превосходящих частоту, соответствующую мак

симуму первой гармоники. В этой области частот вклад 
в излучение вносит большое число гармоник. 

§ 47. Квантовая теория излучения фотонов 
заряженными частицами в поле кристаллических плоскостей 

Полученные в предыдущих параграфах результаты относи
лись к случаю, когда излучение частицы в кристалле может 

быть описано в рамках классической электродинамики. Для 
этого требуется, чтобы в пределах длины когерентности на
ходилось большее число атомов решетки и чтобы числа 
квантовых состояний, вовлеченных в процесс излучения, были 
велики. Ниже будет показано, что последнее требование вы
полняется только в области достаточно высоких энергий 
частиц Е;::' 100 МэВ. С уменьшением же энергии частицы это 
условие нарушается и, следовательно, в этих условиях необхо
дим учет эффектов, связанных с квантовым характером дви
жения частицы в кристалле. 

Рассмотрим излучение быстрой частицы в кристалле в этом 
случае и проследим переход квантовых форму л для интен
сивности излучения в классические [23-25]. Для простоты 
ограничимся изучением излучения частиц в поле непрерывного 

потенциала кристаллических плоскостей, т. е. случаем, когда 
ее движение в поперечной плоскости является одномерным 
и, кроме того, будем интересоваться излучением только 
каналированных частиц *) 

С этой целью рассмотрим излучение при переходе частицы 
из некоторого начального состояния 1 i) в конечное 1/). 
Матричный элемент этого процесса определяется формулой 
(12.2). Входящие в эту формулу волновые функции электрона 
(позитрона) представляют собой биспиноры, удовлетворяющие 
уравнению Дирака (9.1). Волновую функцию ",(r, t) удобно 
представить в виде 

*) Квантовые эффекты при взаимодействии надбарьерных частиц с решет
кой исследовались в работах [26-3 1 ]. 
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Тогда Функция Ф будет удовлетворять квадрированному урав
нению Дирака (9.3). В рассматриваемом случае движения 
частицы в поле непрерывного потенциала кристаллических 

плоскостей (42.1) это уравнение имеет вид 

[(; fr- и (х)У +V 2 -m 2 +i'УО'1VИ(Х)] Ф(r, t)=O. (47.1) 

Оценка слагаемого i 'У 0'1 V И в этом уравнении, описывающего 
взаимодействие спина частицы с полем, приводит к результату 

I i'Уо'1VИ I"'vJ. Ир/d, 

где v J.' Ир И d-характерНbIе значения поперечной скорости, 
потенциальной энергии и размеров области действия поля 
соответственно. Для релятивистских каналированных частиц 
и J. / d '" ее / d < Ир, поэтому слагаемым в (47.1), содержащим 
'У-матрицы, можно пренебречь. При этом Функция Ф может быть 
представлена в виде про из ведения постоянного биспинора u на 
Функцию <р (r, t), удовлетворяющую уравнению Клейна - Гордона: 

Ф(r, t)=u<p(r, t). 
В рассматриваемом случае, как и в классической теории, 

можно разделить продольное и поперечное движение частицы. 

Так как усредненный потенциал плоскостей не зависит от 
координат r ll =(у, z) в кристаллической плоскости, то волновая 
функция <р (r, () может быть представлена в виде 

<p(r, t)=<p(x)e-iЕt+iРi,rl', (47.2) 

где РII-составляющая импульса частицы, параллельная кри

сталлическим плоскостям, Е = E 11 + 8 J. - полная энергия, пред-

стаВляющая сумму продольной EII=Jp~+m2 и поперечной 
EJ. энергий. Подставляя (47.2) в (47.1) и пренебрегая квад
ратичными по И и 8 J. слагаемыми, приходим к следующему 
уравнению для функции <р (х): 

[ __ 1 dd 2
2 + И (х)] <p(X)=8J.<p(X}. (47.3) 

2EII х 

Это уравнение по виду совпадает с уравнением Шредингера 
для волновой функции, однако роль массы частицы теперь 
играет релятивистская масса E 11 ~ Е. 

Классическое описание поперечного движения справедливо, 
если длина волны л J. ,...., 1 / р J.' соответствующая поперечному 

импульсу PJ. =J2E(EJ. -И(Х)), мала по сравнению с характер
ным размером области поперечного движения, равным по 
порядку величины ширине канала d. Для, каналированных 
частиц это соотношение приобретает вид 

ЛJ. ,....,(2EI Ирl)-1/2«d. 
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с другой стороны, величина d/Л1 по порядку величины 
совпадает с числом связанных состояний в усредненном поле 
кристаллических плоскостей, поэтому можно сказать, что 
классическое описание поперечного движения справедливо, если 

число уровней поперечного движения в потенциальной яме 
велико. Так как л J.- "" Е -1/2, то при достаточно высоких 
энергиях частиц их движение становится классическим. 

Рассмотрим в качестве при мера движение релятивистских 
каналированных электронов в поле непрерывного потенциала 

кристаллических плоскостей вида (44.1 ). Условие квантования 
уровней поперечного движения в этом случае определяется 
соотношением 

,р 1 dx=2тr; (n+~). (47.4) 

Интегрирование здесь ведется вдоль пути, проходимого эле
ктроном в поперечном направлении за время, равное периоду 

одного колебания Т. 
Если межплоскостной потенциал представляет собой потен

циал вида перевернутой параболы (44.1), то согласно (47.4), 

dJ2ЕИр [1_ IEJ.-I_IEJ.-1 1n I +JI-IEJ.-I Ui1 J=2тr; (n+~). (47.5) 
Ир Ир JIEJ.-IU р 1 2 

Число уровней поперечного движения Птах при этом по порядку 
величины определяется соотношением 

(47.6) 

Характерные значения глубины потенциальной ямы порядка 
нескольких десятков электронвольт, а ширина канала порядка 

нескольких ангстрем (для плоскости (110) кристалла кремния, 
например, Ир;::;:' 22 эВ и d;::;:,2 А), поэтому 

nтах;::;:,JЕ(МЭВ), 
где Е(МэВ)~энергия электрона в мегаэлектронвольтах и, 
следовательно, квантовый характер движения частицы в поле 
непрерывного потенциала кристаллических плоскостей может 
про являться вплоть до энергий порядка десятков МэВ *J. 

ДЛЯ каналированных позитронов межплоскостной потенци
ал близок к параболическому. В этом случае, согласно (47.4), 

4Ир ( 1) ~1n n+-
dJ2EUp 2 

(47.7) 

*) При энергиях частиц Е;:;:' 1 МэБ приближение непрерывных плоскостей 
теряет свою силу. Эффект каналирования в этом случае быстро сменяется 
дифракционными эффектами, которые можно описывать в рамках много вол
новой динамической теории дифракции электронов [32]. Квантовая теория 
эффекта каналирования, основанная на многоволновой теории дифракции 
частиц в кристалле, развита в работах [33, 34]. 
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и 

nmax~~ d J2EUp • 

Таким образом, для позитронов, в отличие от электронов, 
уровни поперечной энергии являются эквидистантными, причем 
число этих уровней, при одинаковой глубине потенциальной 
ямы для позитронов больше, чем для электронов. Последнее 
связано с тем, что для позитронов потенциальная яма, 

в которой происходит движение частицы, является более 
широкой, чем для электронов. 

Подставляя выражения (47.2) для волновых функций началь
ного и конечного состояний в матричный элемент процесса 
излучения (12.2), получим 

Мfi =с;сi41tЧ> (Ef+O)-Еi ) о (Pllf+kll-PII) Х 

Х S dx<p;(x) й! (Pf+m) е(р+m) и<р (х) eikr, (47.8) 

где ci и сf-нормировочные постоянные начальной и конечной 
волновых функций, 

РI' =( Е; PII' -i :х), Pl'f=( Ef ; Pllf' -i :х), 
причем действие операторов Р и Р! в (47.8) распространяется 
соответственно на функции <р (х) и <р; (х). 

Имея это выражение для матричного элемента, можно, 
согласно (12.1), найти отнесенную к единице длины вероятность 
излучения частицей фотона с энергией О) в элемент телесного 
угла dcr: 

е 2 ro 2 
-2l сi Сf l LyLzLb(Ef+O)-Е;)х 
4~ f 

dw 

dtdrodcr 

х 1 f dx<p;(x) uf(pf+m) е(р+m) и<р(х) eikxx 12 (47.9) 

Выполнив в этой формуле суммирование по поляризациям 
конечных частиц и усреднение по поляризациям начальных 

частиц, приходим к следующему выражению для вероятности 

излучения [23 ]: 

(47.10) 
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где 8у и <р-полярный И азимутальный углы излучения, 

~=oo/(E-oo), 
+ос 

l:~= J dxeixk.<p;(x) <р(х), 
-00 

+", 
(47.11) 

1. = -- dxe 1X .<р* х - <р х (2) i f . k () d () 
'/ Е / dx ' 

а <р (х) и <р / (х) - волновые функции начального и конечного 
состояний электрона, соответствующие энергиям Е и Е/ = Е - 00. 

При выводе формулы (47.l0) мы воспользовались тем, 
что характерные значения углов излучения релятивистской 
частицы малы по сравнению с единицей: 8у ~ т / Е «1. Заметим, 
что с той же точностью аргумент дельта-функции в (47.10) 
может быть записан в виде 

Е/+оо- Е= E11p - k + 00- E 11 р + OOi/~ 

~~ ~ [(8;+ ;:) E-008;cos 2 <р ]+Щ/, (47.l2) 

где OOi/ = Ец (Е - (0) - C:.l i (Е). 
Формула (47.10) определяет вероятность излучения в общем 

виде независимо от числа уровней поперечного движения 
и вида потенциала и (х). Конкретные вычисления могут быть 
проведены только путем численного интегрирования, если 

задан вид потенциала и (х). Такие вычисления проведены 
в ряде работ (см. [11,35-39], обзоры [14-18] и ссылки 
в них). Мы не будем здесь приводить конкретных результатов 
вычислений по формуле (47.10), а ограничимся лишь изучением 
перехода квантовой формулы в соответствующий результат 
классической теории. С этой целью рассмотрим вероятность 
излучения (47.10) в случае малых частот излученных фотонов 
и больших квантовых чисел, определяющих поперечное движе
ние частицы. 

В области малых частот излученных фотонов (00 « Е) 
слагаемыми, пропорциональными ~ и ~2 В общей формуле 
(47.10), можно пренебречь. При этом она приобретает вид 

2 

~" {82II~1)12+II~2)12_ 
dtdrodcr 2п L.. У '/ '/ 

/ 

-2 Re 8ycos <pl:~}[ji*} 8 (Е/+оо- Е). (47.13) 

Учитывая малость 00, величину OOi/ можно разложить по 
пара метру 00 / Е. В первом приближении такого разложения 
находим, что 

(47.14) 
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(47.15) 

в классическом пределе квантовые числа, определяющие 
поперечное движение, велики: i» 1, / » 1; разность же между 
ними мала: I i -/1« i,- поэтому можно воспользоваться соот
ношением 

(47.16) 

Величину д Е ~;/ д i определим из условия квантования уров
ней поперечной энергии (47.4). Запишем это условие в виде 

+Хm f dx J2E(E~ - и(х))=п (i+~). (47.17) 

Отсюда находим, что 

aE~i_ (Е) --000 ai ' 
(47.18) 

где 000 (Е)-частота классических колебаний частицы с энергией 
Е в поле и(х). 

Определим теперь значение производной дE~/дE. Диф
ференцируя (47.17) по Е, получим 

дE~ +fxm ~_ +f'"j'ГU(Х)d 
- dx -- х. 
дЕ Е1. - u(х) Е 

-Хm 

Из этого соотношения находим, что 

т 

дE~! 1 f 2 - =-- dtv~(t) 
дЕ 2Т ' 

(47.19) 

о 

где Т-период колебания и v~(t)-СКорость частицы в попереч
ном направлении. 

Таким образом, в классическом пределе аргумент дельта
функции в (47.10) определяется формулой 

т 

Ef+OO-Е~~ [е;+ ~: -~ f dtvi (t)J- 2; (/-;). (47.20) 
о 

Это выражение совпадает с аргументом дельта-функции 
в формуле (6.4) классической теории ондуляторного излучения. 
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Покажем теперь, что матричные элементы 1:; и 1:/ в клас
сическом пределе переходят в компоненты вектора 1 входящего 
в формулу (6.3). С этой целью воспользуемся квазиклассическим 
приближением для поперечных волновых функций: 

ср(х)= J~ 000 (Е) [2E(E~ (Е)- и(х))] -1/2 х 
х 

Х cos [ f dxp ~ (x)-~]. (47.21) 

Подставляя функции (47.21) в матричный элемент 1:; и учи
тывая, что I i - f I «i запишем этот матричный элемент в виде 

(47.22) 

где vх-скорость поперечного движения и 

+Хm 

ДФif= f dx {J2E(E~i(E)- и(х))-
-J2Еf (Ец(Е)- и(х))}. (47.23) 

Раскладывая подынтегральное выражение (47.23) по 00/ Е и по 
параметру (i-f), находим с учетом соотношения vx=dx/dt, что 

t 

ДФif = 000 (Е) (i - f) t-~ f d't (v~ ('t)- v;), 
о 

т 

где V~=T-l J dtv~(t)-среднее значение квадрата поперечной 
о 

скорости. 

Таким образом, матричный элемент 1:; в классическом 
Аналогичным путем 

n/ в классическом 
значение вектора 

пределе совпадает с величиной 111 в (6.5). 
легко показать, что матричный элемент 

пределе переходит в соответствующее 

1 ~ = их, О) в (6.5). 
Подставляя полученные выражения для матричных элемен

тов 1:; и 1:/ в (47.13), находим, что формула (47.13) 
в классическом пределе переходит в соответствующий результат 
классической теории (6.5). При этом суммирование по конечным 
состояниям в (47.13) соответствует суммированию по гармо
никам в формуле (6.5). Мы видим, что квантовая формула 
для вероятности излучения переходит в соответствуюuций 
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результат классической теории, если можно пренебречь отдачей 
при излучении и если числа квантовых состояний излучающей 
частицы велики. 

§ 48. Влияние иеоднородности потенциала плоскости 
на излучение 

Полученные выше формулы справедливы, если в пределах 
длины когерентности находится большее число атомов кристал
лографической плоскости, вблизи которой движется частица. 
Если это условие не выполняется, то необходим учет влияния 
на излучение неоднородности распределения потенциала в плос

кости [5, 40]. Такая ситуация реализуется, например, в том 
случае, когда движение происходит вблизи кристаллической 
плоскости и, кроме того, когда частота излучения по порядку 

величины равна (J)-y2\jf/a2, где \jf-угол между падающим 
пучком и кристаллографической осью, лежащей в плоскости 
(предполагается, что угол \jf удовлетворяет условиям 
R / а» \jf» \jf с' причем \jf» е) и а2 - расстояние между цепоч
ками атомов в данной плоскости 
(рис. 6.6). Частица в этом случае 
последовательно сталкивается 

с различными цепочками атомов 

кристалла, расположенными 

в плоскости, причем длина lс, 
на которой формируется излуче~ 
ние, сравнима с длиной свобод
ного пробега частицы между эти
ми столкновениями. Поэтому 
в интересующем нас случае необ
ходимо учитывать корреляции 

между последовательными сто

лкновениями частицы с различ

ными цепочками атомов, нахо-

дящимися В плоскости, и, кроме 

Рис. 6.6. Излучение в области когерент-
ных максимумов при движении частицы 

вдоль кристаллической плоскости под 

малым углом к одной из кристалличес-

ких осей 

того, необходим учет влияния на излучение неоднородности 
распределения потенциала в плоскости. 

Вопрос об излучении релятивистских частиц в кристалле 
в этих условиях рассматривался в § 29. Результаты этого 
параграфа, однако, относятся к случаю, когда отсутствуют 
явления плоскостного каналирования и надбарьерного движе
ния частиц. Покажем, как эти явления сказываются на 
излучении в интересующей нас области частот (J) '" у 2 \j1 / а 2 

[5,41,42]. 
В рассматриваемой области частот выполняется неравенство 

lс «v Т, где Т-период колебания скорости в поле непрерывного 
потенциала кристаллических плоскостей, поэтому путь, про
ходимый частицей за время Т, можно разбить на M=vT/s 
участков длиной s, удовлетворяющих условиям Ic«s«vT. 
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Тогда на n-м участке пути расстояние хп ОТ частицы до 
ближайшей плоскости можно считать постоянным (существен
ное изменение траектории вдоль оси х происходит за время 

Т). Кроме того, в этом случае можно пренебречь интерферен
цией волн, излученных частицей с различных участков пути 
(см. § 8). Поэтому спектральную плотность излучения частицы 
в кристалле можно представить в виде суммы спектральных 

плотностей излучения с участков пути длины s: 

d<ff = L d<ff(xn ). 

dro n dro 
(48.1) 

Так как хп плавно изменяется с ростом n, то суммирование 
по n в (48.1) можно заменить интегрированием по времени: 

+00 

d<ff =v f d't ~ d<ff(x(t)), 
dro s dro 

(48.2) 

где x('t) определяется из у,Равнения (42.2). 
Траектория частицы X{'t) вдоль оси х, согласно (42.4), 

определяется энергией поперечного движения Е 1- = 1/2 Е е 2 и точ
кой влет а частицы в кристалл хо. Если распределение частиц 
при входе в кристалл по хо является равномерным, то среднее 

значение спектральной плотности излучеJ:IИЯ имеет вид 

(48.3) 

Таким образом, для нахождения среднего значения спектра 
излучения (48.3) необходимо прежде всего вычислить интен
сивность излучения в интервале частот (oo,oo+doo) с единицы 
пути, проходимого частицей вдоль кристаллической плоскости 
на расстоянии х от этой плоскости. Вычисления проведем 
в дипольном приближении. 

Воспользуемся с этой целью формулой (5.2) для спект
ральной плотности излучения. Входящее в эту формулу 
ускорение определяется уравнением 

V.L = -~ v 1- Ир(Х, y(t), z(t)), 
Е 

где Ир(Х, у, z)-потенциальная энергия взаимодействия части
цы с атомами, находящимися в плоскости, вблизи которой 
происходит движение 

п,т 

В рассматриваемой области углов ч1 (Ч1 с « ч1 « R / а) движе
ние частицы вдоль осей z и у можно считать прямолинейным: 
196 



z(t)~v(t), y(t)~\j!vt. Используя эти соотношения и фурье
разложение потенциальной энергии, находим, что при заданном 
значении координаты х фурье-компонента ускорения приоб
ретает вид 

W (q) = 2:; L <> (q- gll) g.L иуе -;gxx, (48.4) 
9 

где g-вектор обратной решетки, g.L =(gx' gy), gll =gz+\j!gy 
и <>(q-gll)-дельта-функция. Подставляя (48.4) в (48.2), на
ходим, что 

~dtf(Х)=2е2Б L gl-12[1-2~(1-~)Jf(Х), 
s dro m 2 !1 gll gll 

9у ' gz 

(48.5) 

где 

(48.6) 

Таким образом с учетом неоднородности распределения 
потенциала в плоскости среднее значение спектральной плос
кости излучения имеет следующий вид: 

(dt!)=~ L g-2[1-2~ х 
dro m 2 !1 20з 11 gll 

gy,g:: аз L 

Х (l-t) ] f dxo f d"tf(x("t, хо))' (48.7) 
о о 

причем gll =gz+\j!gy~<>· 
В интересующей нас области частот Ф"'у2\jJjа2 основной 

вклад в (48.7) дает слагаемое с gz=O. При этом если 
е»ес , то x("t)~xo+e"t. Формула (48.7) в этом случае 
дает соответствующий результат борновской теории коге
рентного излучения: 

drffB= е22Б~ L fdgуg~[1-~(1-~)JlugI2. (48.8) 
dro 1tm Ф d gх~БN gx фgх фgх 

Из результатов борновской теории когерентного излучения 
вытекает, что при ф",у2\j! / а2 спектр излучения содержит резкие 
максимумы и высокую интенсивность излучения в максимумах. 

Покажем, как изменится этот результат при возникновении 
явлений плоскостного каналирования и надбарьерного движе
ния частиц. 

Рассмотрим с этой целью излучение ультрарелятивистских 
элеkТронов и позитронов в случае, когда потенциал отдельного 

атома решетки представляет собой экранированный потенциал 
Кулона (7.5) и кристаллические плоскости достаточно далеко 
разнесены друг от друга, так что потенциалы соседних 
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плоскостей не перекрываются (для этого необходимо, чтобы 
выполнялось условие аз» R). В этом случае, как можно 
показать [41], в интересующей нас области частот О)"'у2ф/а2 
с точностью до членов порядка (о R / ф) спектральная плотность 
излучения (48.7) только зависящим от E.l = 1/2 Е 8 2 множителем 
отличается от соответствующего результата борновского при
ближения: 

/drS)~G(E.1)drSB, (48.9) 
\dro dro 

", L 

G (Е.1) = L~ f dxo f d-c L ехр( -21 х(-с)-nаз 1 R -1). (48.10) 
о о 

Интегрирование в (48.10) ведется вдоль пути, проходимого 
частицей в кристалле вдоль оси х. 

При 8»8с согласно (48.10), G (E.l)~ 1. 
На рис. 6.7 представлены результаты вычисления функций 

G (8 /8J при произвольных значениях угла е в случае, когда 

G 

2 

1 

,4 , \ , \ , \, 
" ...... _--, 

2 

------

Рис. 6.7. График функции G(8/8,), OIУре
деляющей влияние эффектов каналиро

вания и надбарьерного движения позит

ронов (штриховая) и электронов 

(сплошная линия) на величину интен
сивности излучения в области когерент-

ного максимума 

движение происходит в кристал

ле вольфрама вблизи плоскости 
(100). Сплошная линия относится 
к электронам, штриховая - к по

зитронам. 

Полученные результаты пока
зывают, что в области частот 
0)"'у2"'/а2 положения максимумов 
в спектре излучения частиц при 

плоскостном каналировании и 

надбарьерном движении совпада
ют с положениями максимумов, 

даваемыми формулами борновс
кого приближения. Величина же 
интенсивности излучения в мак

симумах при каналировании 

и нздбарьерном движении сущест
венно отличается от интенсивно

сти излучения в случае, когда эти 

явления отсутствуют. 

Представленные графики показывают, что при каналиро
вании интенсивность излучения позитронов в когерент

ных максимумах должна быть много меньше интенсив
ного излучения в максимумах в случае, когда каналиро

вание отсутствует. Этот эффект обусловлен тем, что при 
каналировании позитроны не подходят на близкие расстояния 
к цепочкам атомов кристалла, где градиенты потенциала 

решетки максимальны и, следовательно, излучение частиц 

велико. 
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При е;;;::ее для позитронов G(El.» 1. Связано это с тем, 
что надбарьерные частицы в этом случае «зависают» в области 
с большим градиентом потенциала цепочек атомов кристалла, 
находящихся в плоскости, т. е. проводят большую часть 
времени в этой области, чем при прямолинейном движении, 
когда х(т)=хо+ет. 

Надбарьерные электроны при е, близких к ее' «зависают» 
при движении в кристалле между кристаллическими плоско

стями, т. е. в области, где градиенты потенциала решетки 
минимальны, поэтому для таких частиц G(El.)< 1. При е<ее 
наряду с надбарьерными появляются каналированные элект
роны. Последние движутся в области с большим градиентом 
потенциала, поэтому их излучение велико. В частности, при 
е = о все электроны являются каналированными; в этом случае 
G(El.»l. 

в заключение этого параграфа отметим, что аналогичные 
закономерности должны проявляться и В ориентационной 
зависимости выхода неупругих процессов, обусловленных ма
лыми прицельными параметрами (ядерные реакции, рассеяние 
на большие углы и т. п.), при прохождении через кристалл 
заряженных частиц высоких энергий под малыми углами 
к кристаллографическим плоскостям. 



ГЛАВА7 

ИЗЛУЧЕНИЕ ФОТОНОВ 

ПРИ ДВИЖЕНИИ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 

ВБЛИЗИ КРИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКОЙ ОСИ 

§ 49. Излучение релятивистских электронов и позитронов 
в поле цепочки атомов кристалла 

в настоящей главе будет рассмотрено излучение фотонов 
при движении заряженных частиц вдоль кристаллографической 
оси. Этот вопрос частично рассматривался в § 29 и в § 48. 
В первом из этих параграфов исследовано когерентное излуче
ние релятивистских электронов в кристалле в борновском 
приближении квантовой электродинамики. При этом показано, 
что результаты, полученные в борновском приближении, спра
ведливы, если выполняются неравенства \jI»\jIс и е»ес , т. е. 
если движение частицы в кристалле происходит под углами, 

значительно превосходящими критические углы осевого и плос

костного каналирования (определение углов \jI и е дано на 
рис. 4.1). Кроме того, предполагалось выполненным условие 
дипольности излучения частицы в кристалле, и, наконец, не 

учитывалось влияние многократного рассеяния и поляризации 

среды на излучение. В § 48 было исследовано влияние 
плоскостного каналирования и надбарьерного движения на 
когерентное излучение быстрой частицей в кристалле в пред
положении, что движение происходит под малым углом 

к кристаллической оси. Частица в этом случае последовательно 
сталкивается с различными цепочками атомов, расположен

ными в плоскости, причем эти столкновения являются регуляр

ными (см. рис. 6.6). Теперь мы отбросим ограничения, ис
пользованные в § 29 и в § 48. 

Рассмотрим прежде всего, как изменяется характер излуче
ния релятивистских электронов и позитронов в кристалле 

с уменьшением угла \jI падения частиц по отношению к кристал
лографической оси (оси z). При нахождении интенсивности 
излучения будем пользоваться классической электродинамикой. 
Начнем с рассмотрения излучения надбарьерных частиц, т. е. 
частиц, совершающих инфинитное движение в плоскости, 
ортогональной оси z [1, 2]. 

Надбарьерная частица при движении в кристалле под 
малым углом к кристаллографической оси последовательно 
сталкивается с различными цепочками атомов, расположен

ными параллельно оси z. Эти столкновения в дальнейшем 
мы будем считать случайными. При этом, если длина когерен-
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тности /с будет велика по сравнению с постоянной решетки, 
то для излучения несущественна неоднородность потенциала 

кристалла вдоль оси z. Для описания движения и излучения 
частицы в кристалле в этих условиях можно пользоваться 

приближением непрерывной цепочки (см. § 35). Если, кроме 
того, длина /с будет мала по сравнению с длиной свободного 
пробега частицы в кристалле между последовательными сто
лкновениями с различными цепочками атомов, то излучение 

будет определяться только особенностями взаимодействия 
частицы с полем непрерывного потенциала отдельной цепочки 
атомов. Для простоты будем считать, что непрерывный 
потенциал цепочки в пределах элементарной ячейки в плос
кости, ортогональной оси цепочки, является цилиндрически
симметричным. 

Спектральная плотность излучения в рассматриваемом 
случае определяется траекторией частицы в поле непрерывного 
потенциала цепочки (38.2), которая, в свою очередь, зависит 
от модуля прицельного параметра цепочки 1 ь 1, т. е. от 
расстояния между осью цепочки и проекцией траектории 
падающей частицы на плоскость ортогональную оси z. По 
этому прицельному параметру спектральная плотность излуче

ния dtff(b)/dro должна быть, очевидно, усреднена с вероятностью 
db/a, где а-среднее расстояние между цепочками и Ibl~a/2. 
Так как частица при про хождении через кристалл взаимодей
ствует с L* / а цепочками атомов, то для среднего значения 
спектральной плотности излучения мы получим выражение 

+со 

/d,f)=L*na 1 f dbdt!(b). 
\dm dm 

(49.1) 

-со 

Мы воспользовались здесь тем, что а 2 = 1/ па 1, И учли, что 
функция d tff (Ь) / dro быстро убывает с ростом 1 ь 1. 

в дипольном приближении спектральная плотность излуче
ния, согласно (5.2), определяется квадратом фурье-компоненты 
ускорения в поле непрерывного потенциала цепочки: 

IW(q)1 2 =IS dtj)(t)exp(iqt) 12=1 Wx 12 +1 Wy12 • 

Воспользовавшись уравнением (35.7) и формулой (38.2), имеем 
со 00 

Wx=~fdt~ dU,(P)cosqt(p), W =~fdt~ dU,(P)sinqt(p) (49.2) 
Е Р dp у Е Р dp 

о о 

(плоскость (х, у) расположена перпендикулярно оси цепочки, 
ось х здесь-ось симметрии траектории-рис. 7.1). Так как 

~=cosq>.(p), 
р 

~=sinq>.(p), 
р 

dp 
dt=

р , 
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Рис. 7.1. Ориентация декар
товых осей х и у относитель

но импульса падающих ча

стиц в плоскости, ортого-

нальной оси цепочки 

Здесь 
00 

где 

Р 

<I>.(Р)=Ь'" f :;р' р='" 
РО 

то окончательная формула для <d~/dro> 
в дипольном приближении имеет вид 

/dS)=L 8e 2na j Ox 
\ dro 7trn ZI\f 

00 00 

х f :;[ 1-2~( 1-0] f db(A 2+В2). (49.3) 

о 

00 

fdPdU А = \jt "7" -' cos <1>. cos qt, 
Р dp 

В= '" fd; dU, sin <1>. sin qt. 
Р dp 

Р. 1>0 

Формула (49.3) показывает, что величина <d~/dro> зависит 
от знака заряда частицы и от соотношения между '" и "'с. 
При "'»"'с в этой формуле может быть выполнено разложение 
по потеIЩИалу U,/f.J.. "'("'с/"')2. В первом приближении такого 
разложения находим, что 

00 + 00 

/dt!)=L e2na j o f d f d qf+q~ [l-~(l-~)J 1 U. 12 (494) 
\ dro 2п2rn 21j12 ql q2 qr I\fqj IjIql '1" 

Б{>J, -00 

где ИЧ -фурье-компонента потенциальной энергии и, (Р), 
а ql и q2-компоненты вектора Ч, параллельная и ортогональ
ная составляющей импульса падающей частицы в плоскости 
(х, у). Излучение электронов и позитронов на цепочке атомов 
кристалла в этом случае одинаково. 

Используя соотношение 

(
dt!) _ L N - 1 dcr - - nro о -, 
dro dro 

можно перейти к сечению излучения частицы в кристалле. 
При этом, как легко про верить, формула (49.4) приводит 
к сечению когерентного излучения в борновском приближении 
(29.5), если в последнем пренебречь отдачей при излучении. 

Случай "'» "'С соответствует почти прямолинейной траек
тории. Если же \jt~\jtc, то необходим учет влияния на излучение 
искривления траектории частицы в поле цепоч_ки атомов. 
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f' 

о 0,5 
а 

Рис. 7.2. Спектры излуч:ения надбарьерных электронов (а) и позитронов (6), движущихся 
в кристалле кремния под различными ут лами к оси < 111 >; штриховая линия - спектр, 
определяемый формулой (51.4); ~=\jI/\jI,; температура кристалла предполагается комнатной 

Спектр излучения (d<C / dф) в этом случае может быть найден 
численными методами по формуле (49.3). 

На рис. 7.2 представлены результаты вычисления спект
ральной плотности излучения электронов (а) и позитронов 
(6), движущихся в кристалле кремния вблизи кристаллог
рафической оси (111). По оси ординат на этом рисунке 
отложена величина f = (LD) - 1 (d<C / dф), а по оси абсцисс
величина Ф/ФО, где D=4е 2ndRu'6/тrm 2Фе, Uo=2Ze 2 /d 
и фо = 2у 2Фе/ R. Цифры у кривых соответствуют значениям 
~ = Ф IФо для которых проводились вычисления. 

Результаты вычислений показывают, что для надбарьерных 
позитронов величина (d<С/dф) является монотонной функцией 
частоты и что интенсивность излучения позитронов мак

симальна при Ф"-'Фс' Резкое уменьшение интенсивности излуче
ния при ф« \j1c по сравнению со случаем \j1 "-' \j1c обусловлено 
тем, что при Ф < Фс позитроны не подходят на близкие 
расстояния к оси цепочки, где градиенты непрерывного потен

циала максимальны. 

Спектр же излучения надбарьерных элект~онов при Ф < Фс 
содержит максимум в области частот ф"-' / з Фо. С ростом 
энергии Е положение этого максимума изменяется по закону 

(49.5) 

Сравнивая по порядку величины найденную величину (d<C / dФ) 
со спектральной плотностью излучения электронов в аморфной 
среде (18.5), находим, что при Ф" ~ Ф"с спектральная плотность 
излучения надбарьерных электронов в максимуме по порядку 
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величины превосходит (18.5) в RI*a11n(183Z -1/3) раз. Этот 
параметр имеет простой физический смысл - он определяет 
порядок величины числа атомов цепочки, с которыми эффек
тивно взаимодействует частица. 

Покажем теперь, что физическая причина возникновения 
максимума в спектре излучения надбарьерных электронов 
связана с особенностями рассеяния этих частиц на цепочке 
атомов в области малых прицельных параметров [3,4]. 

Действительно, согласно (5.2), величина dcff~Ь)Ldш пропор
циональна квадрату угла рассеяния частицы Эt на длине 
формирования излучения 1: 

dtC(b) 2 2!"12 
--"'е 'у "1. 

dro 
(49.6) 

Так как основной вклад в (49.1) дает область малых прицельных 
параметров I ь I ~ R, то при анализе спектра излучения требуется 
знать зависимость 31 от 1 при I ь I ~ R. 

В области достаточно малых частот, когда длина когерен
тности Z значительно превышает длину пути s'" 2R I * с. на 
которой на электрон действует поле цепочки, величина 31 равна 
полному углу рассеяния частицы цепочкой 31 =3(Ь). Приведен
ные на рис. 5.14 графики показывают, что при *~\IIc в области 
I Ь I ~ R функция отклонения q> (Ь) быстро уменьшается с умень
шением I ь I и, следовательно, в этой области частот 
31~3(b)«o/c. 

На расстоянии наибольшего сближения электрона с осью 
цепочки угол, на который отклоняется электрон относительно 
начального импульса, по порядку величины равен *с (это 
следует непосредственно из закона сохранения поперечной 
энергии (35.10». Длина пути, проходимого электроном, при 
этом будет порядка RI*c. Поэтому в области частот, удов
летворяющей условию Z",RI*o имеем 31 '" *с· 

Если же Z«RI*o то очевидно, что 31 «*с. 
Таким образом, величина 3г, а вместе с нею и спектральная 

плотность излучения (49.6) имеют максимум при I",RI*o что 
соответствует области частот Ш '" Ша. 

Полученные результаты показывают, что при хаотическом 
движении частицы в плоскости, ортогональной кристалло
графической оси z, в отличие от случая регулярного движения 
в этой плоскости, рассмотренного в § 48, спектр излучения 
является плавной функцией частоты. Характер излучения в этом 
случае определяется особенностями взаимодействия частицы 
с полем отдельной цепочки атомов. При этом особый характер 
движения частицы в поле цепочки атомов существенно сказыва

ется на ее излучении. Так, корреляции между столкновениями 
электрона с атомами, образующими цепочку, приводят к уве
личению средних углов рассеяния частицы в кристалле (см. 
§ 40) в сравнении с рассеянием в аморфной среде, что в свою 
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очередь приводит к усилению излучения электрона в кри

сталле в области малых частот по сравнению с излучени
ем в аморфной среде. Отметим также, что при \jI» \jIc 
асимметрия в рассеянии электрона в поле цепочки атомов 

(рассеяние происходит, в основном, вдоль азимутального 

угла <р) приводит К линейной поляризации излучения [5]. 
В частности, оказывается [5, 6], что в области частот, 
удовлетворяющей условию lс» 2R/\jI, эта поляризация со
ставляет 50%. 

Таким образом, в случае, когда столкновения частицы 
с цепочками атомов можно рассматривать как случайные, 
формулы, определяющие излучение в кристалле электронов 
и позитронов, существенно упрощаются по сравнению со 

случаем, когда столкновения с цепочками атомов являются 

регулярными. При этом удается связать величины, определя
ющие рассеяние и излучение быстрой частицы в кристалле. 

Подчеркнем, что все эти результаты справедливы, если 
частица является надбарьерной и выполняется условие диполь
ности излучения. Напомним, что формула (29.3) для сечения 
излучения относилась к случаю, когда \jI»\jIc; в формуле же 
(49.3) соотношение между углами \jI и \jIc может быть 
произвольным. 

§ 50. Излучение при аксиальном каналировании 
ультрарелятивистских электроиов 

При падении пучка электронов на кристалл под малым 
углом к кристаллографической оси возможно явление кана
лирования, при котором частицы движутся в каналах, об
разованных цепочками атомов кристалла. Это явление имеет 
место, если угол \jI между падающим пучком и кристаллог
рафической осью (осью z) мал по сравнению с критическим 
углом осевого каналирования \jIc. Часть частиц из падающего 
пучка в этом случае захватываются в режим каналирования, 

при котором электроны совершают движение типа винтового 

в поле непрерывного потенциала цепочки атомов, расположен

НЫХ параллельно оси z. Каналированные частицы, так же как 
и надбарьерные, движутся в интенсивном среднем поле цепочек 
атомов кристалла, поэтому такие частицы должны интенсивно 

излучать [7]. Характер движения каналированной частицы, 
однако, отличается от характера движения надбарьерной 
частицы в поле цепочки атомов, поэтому и спектры излучения 

ЭТИХ частиц должны различаться. Выясним основные законо
мерности излучения в кристалле аксиально каналированных 

электронов и сравним их с закономерностями излучения 

надбарьерных электронов. Так же как и в предыдущем 
параграфе, мы будем пользоваться классической электроди
намикой и предполагать выполненным условие дипольности 
излучения частицы в поле цепочки атомов. 
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Спектральная плотность излучения каналированного элек
трона в дипольном приближении классической электродинамики 
определяется формулой (5.2), в которой следует положить 

+00 

(50.1) 
-00 

где р(t)-траектория каналированного электрона в плоскости, 
ортогональной оси канала. 

Траектория каналированного электрона зависит от точки 
влета частицы в кристалл Ро, поэтому формула (5.2) 
должна быть усреднена по Ро. При этом если падающий 
пучок является параллельным, то среднее значение спе

ктральной плотности излучения каналированных электронов 
будет иметь вид 

/ d<ff) = ~ fd 2 d<ff (Ро) 
\ dw с S Ро dw ' 

(50.2) 

р, 

где S - площадь элементарной ячейки в поперечной плоскости. 
Интегрирование в (50.2) ведется по площадке Sc, попав 
в которую, электрон будет совершать финитное движение 
в поле цепочки. Эта площадка ограничена линией, определя
емой из условия E-l = и,(рс), где E-l -поперечная энергия 
и U,(р)-потенциальная энергия взаимодействия электрона 
с полем цепочки атомов. Величина Sc/ S представляет собой 
долю частиц падающего пучка, захва ченных в канал при 

входе частиц в кристалл. 

Выполнив в (50.1) дважды интегрирование по времени по 
частям, получим 

+00 

pq= f dtp(t)e iQ' • (50.3) 
- 00 

Подставляя это выражение в (5.2), получим следующее выраже
ние для спектральной плотности излучения: 

00 

(~~) = e~: f dqq 2 [1-2~( 1-~)} PQ 12. 
1> 

(50.4) 

В рассматриваемой задаче удобно перейти от декартовых 
координат х и у, определяющих траекторию электрона в по

перечной плоскости, к переменным p(t) и <p(t), определяющим 
расстояние от частицы до оси цепочки в момент времени 

t и азимутальный угол поворота электрона в поле цепочки 
к этому моменту времени (см. (37.3». Эти переменные связаны 
соотношениями 

х (t) = Р (t)cos <р (t), у (t) = Р (/) sin <р (t). (50.5) 
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При движении электрона в поле, обладающем цилинд
рической симметрией, сохраняются энергия поперечного движе
ния f:.L И момент количества движения М относительно оси 
цепочки. При этом, как показано в § 37, величина p(t) 
является периодической функцией времени, т. е. p(t+T)=p(t); 
здесь Т -период, определяемый формулой (37.4). Азимуталь
ный же угол q>(t) вследствие прецессии орбиты, вообще говоря, 
не является периодической функцией времени. Для этого угла 
выполняется соотношение 

q> (t+ Т) = q> (t)+dq>, (50.б) 

где dq>-угол прецессии орбиты (37.5). 
Воспользовавшись периодичностью функции p(t) и соот

ношением (50.б), интегрирование по всему времени в (50.3) 
можно свести к интегрированию по периоду радиальных 

колебаний. При этом как легко проверить, фурье-компонента 
координаты x(t) имеет вид 

+00 00 Т 

Xq = J dtx (t) eiql = L eiqTn J dtp (t) cos (q> (t) + ndq» eiqt • 
-00 n=-оо О 

Замечая, что 

00 

L eian =21tL(&-21tv), 
n= - со v 

где &(а)-дельта-Функция, приходим к следующему выражению 
для X q : 

I +00 Т 

Xq=i ffip L J dtp(t)e iQt {e i<P(t)8(q-(Vffiр -Q))+ 
v= - 00 о 

+е -i<p (1)& (q -(Vffip +О))}, (50.7) 

где Q=dq>jT и ffip=21tjT. 
Квадрат модуля этого выражения, очевидно, равен 

I +00 { 1 Т. 12 IXq12=4Nffip v=~oo &(q-(Vffip-Q)) ! dtеЩ'(х+iу) + 

+ & (q-(Vffip + О)) 1 I dte iql (Х- iy) 1
2
}, (50.8) 

где N - число колебаний электрона в канале. Мы восполь
зовались здесь тем, что 

2; 1 & (q-(Vffiр±Q)) 12 = N&(q-(Vffiр±Q)). 
С помощью аналогичных преобразований можно показать, 

что 
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Подставляя полученные соотношения для фурье-компонент 
координат в (50.4), приходим к следующей формуле для 
отнесенной к единице длины спектральной плотности излучения 
[8, 9]: 

~2:W =~~~ n~o {wt 1 Р+ 12 f(:J+ю~ 1 p_1 2 f(:J} , (50.9) 

где ю± =nООр±О, f=(I-Д+Д2)е(I-~), е(I-~)-ступенчатая 
функция (2.9) и 

т 

Р± = J dte i1w ± (x(t)=t= iy(t)). 
о 

Формула (50.9) показывает, что в дипольном приближении 
для каждой гармоники с n # О возникает дублетная структура 
спектра излучения с расщеплением 

(50.10) 

Это расщепление связано с прецессией орбиты электрона 
в поле и• (р). 

Для плоских траекторий каналированных электронов, соот
ветствующих нулевым орбитальным моментам М = О, угол 
прецессии орбиты равен Ll<p=1t. В этом случае оо± =Wp(2n=t= 1) 
где Юр = 1/2 юр-частота одномерных колебаний, Тр =2Т, и спек- . 
тральная плотность излучения (50.9) приобретает вид 

Тр /2 

Рр = J dtе iIЮр (2n+I)(х(t)+iу(t)). 

(50.11) 

о 

Мы видим, что в случае плоских траекторий излучение 
происходит на нечетных гармониках, как это и должно быть 
при одномерных колебаниях электрона в симметричной потен
циальной яме (см. § 44). 

В общем случае прецессирующих орбит, когда М #0, 
спектральная плотность излучения (50.9) может быть найдена 
численными методами. На рис.7.3 представлены типичные 
траектории каналированных электронов, соответствующие раз

личным значениям момента количества движения М, и спектры 
излучения, соответствующие этим траекториям. Вычисления 
проводились применительно к случаю движения электрона 

в кристалле кремния вдоль оси < 111 >. в качестве непрерывного 
потенциала цепочки в вычислениях использована функция вида 
(35.18). По оси ординат на рис.7.3 отложена величина Р, 
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Рис. 7.3. Типичные траектории каналированных электронов с &L = -0,1 ио, движущихся 
в кристалле кремния вдоль оси < 111 > с различными моментами относительно оси 

цепочки, и спектры излучения, соответствующие этим траекториям 

связанная со спектральной плотностью излучения (50.9) соот
ношением 

1 d 2
" р=--

D dsdro' 

а по оси абсцисс - величина 00/000' Входящие в эти формулы 
константы D и 000 определены в предыдущем параграфе. 

Приведенные графики показывают, что при одномерном 
движении, когда М = О, ~<p = 1t И максимальная интенсивность 
излучения приходится на частоту 00 = у 200р . С увеличением 
момента М интенсивность излучения на нулевой гармонике 
уменьшается. При этом максимумы спектральных распределе
ний излучения, соответствующие различным значениям n, 
расщепляются. Если же движение происходит по замкнутой 
орбите (см. рис. 7.3), то прецессия орбиты отсутствует. От
сутствует при этом и расщепление максимумов интенсивности 

излучения. Максимальная интенсивность в этом случае при
ходится на частоту 00 = 2у 200р . 

В поле вида * и 1 (р) = r:J. / р движение каналированного эле
ктрона происходит по эллиптическим траекториям. Интег-

* с помощью функции такого вида достигается хорошая аппроксимация 
непрерывного потенциала цепочки атомов при р ~ R; на малых же расстояниях 

от оси р<;;,) и 2 эта функция дает существенно завышенный результат для 
потенциала цепочки. 
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рирование по времени в этом случае в формуле (50.9) может 
быть выполнено аналитически. При этом спектральная плот
ность излучения каналированного электрона*) на единице 
длины приобретает вид [10, ll] 

d
2
t! =e 2rom 2a2 I: [(J~(nе))2+1-2е2n(nе)Jf(~); (50.12) 

dsdФ n=l е ПФ 

где величина а = r:J.j 21 E.l 1-большая полуось эллипса, 
е=(1-21 E-L 1 М2 /r:J.2E) 1/ -эксцентриситет орбиты, М -момент, 
m=2тc/T1 и Т1 -период движения по эллиптической орбите: 

T1 =2TCr:J.)E/(2IE-L 1)3/2. 
Сравнение спектра излучения (50.9) каналированного эле

ктрона, полученного с учетом прецессии поперечной орбиты, 
с аналогичным спектром (50.12), в котором прецессия не 
учитывается, показывает ряд отличий между ними. Эти отличия 
наиболее заметно проявляются при относительно малых ор
битальных моментах М. В частности, учет прецессии приводит 
к расщеплению максимумов интенсивности излучения, что 

в целом приводит к уширению спектра и уменьшению 

интенсивности излучения в максимумах по сравнению со 

случаем, когда расщепление отсутствует. Кроме того, анализ 
поведения спектральной плотности излучения при М = О и боль
ших значениях n показывает, что эта величина падает обратно 
пропорционально кубу номера излучаемой гармоники (см. 
(44.5а». В то же время, согласно (50.12), без учета прецессии 
такое падение должно про исходить гораздо более медленно 
из-за соответствующего поведения функции Бесселя Jn (nе). 
Таким образом, более точный учет поведения потенциала 
цепочки атомов на малых расстояниях от оси приводит 

К изменению спектра излучения в области как малых, так 
и больших частот. 

При изучении спектральных характеристик излучения от 
пучка каналированных электронов полученные выше спектры 

необходимо усреднить по всевозможным траекториям эле
ктронов. Такое усреднение про водится с функцией распре
деления f(E-L' М, s) по поперечным энергиям и моментам 
на глубине s проникновения частиц в кристалл. Если пренебречь 
изменением функции распределения с глубиной s, то рас
пределение частиц по E-L и М будет определяться только 
точками влет а частиц в кристалл РО и ориентацией кри
сталлографической оси относительно падающего пучка. Связь 
между переменными E.l' М и Ро=(Хо, Ь) в этих условиях 
определяется соотношениями 

M=E\jJb. 

*) Спектральные плотности излучения надбарьерных электронов, движу
щихся в поле вида r:J./p, были получены в работах [12,13]. 
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Рассмотрим в качестве при мера 
излучение электронов при падении 

пучка на кристалл кремния под 

малым углом "';5 "'С К оси < 111). 
Спектральная плотность излучения 

каналированных электронов в этом 

случае представлена на рис. 7.4 
[14]. Вычисления выполнены по 
формулам (50.2) и (50.9) с исполь
зованием аппроксимации непрерыв

ного потенциала цепочки функцией 
вида (35.18). По оси ординат на 
этом рисунке отложена функция 

1 d2~ 
.fc=Jj dsdoo' 

Рис. 7.4. Спектры излучения кана
лированных электронов при различ

ных утлах падения пучка на кри-

сталл кремния по отношению к оси 

а по оси абсцисс-величина 00/000' (111) 

Цифры У кривых соответствуют 
значениям ~ = '" /"'0 для которых проводились вычисления. 

Заметим, что согласно представленному на рис. 5.10 графику 
при ~=0,2 и 0,5 доля частиц ФС из падающего пучка, 
захваченных в канал, равна соответственно 0,44 и 0,1. Спек
тральные распределения излучения рис. 7.4 соответствуют вкла
ду в излучение только доли частиц из падающего пучка, 

захваченных в канал. 

Представленные графики показывают, что усреднение при
водит к сглаживанию результирующего спектра излучения, 

несмотря на то, что спектр излучения от отдельных электронов 

имеет немонотонный характер (см. рис. 7.3). 
Отметим, что если рассматривать излучение каналирован

ных электронов, движущихся в поле вида cr./ р, то спектральная 
плотность излучения (50.12), усредненная с помощью соот
ношения (50.2), расходится. Эта расходимость связана с син
гулярным поведением потенциала cr./ р на малых расстояниях 
от оси. В действительности, однако, как показывают графики 
рис. 7.4, никакой расходимости спектральной плотности излуче
ния нет, ибо реальный потенциал цепочки на малых рассто
яниях от оси конечен. 

Сравним теперь основные величины, определяющие спектры 
излучения электронов, движущихся в кристалле в условиях 

аксиального каналирования и надбарьерного движения. 
Из рис. 7.2 и 7.4 следует, что при "'<"'с спектры излучения 

каналированных и надбарьерных электронов содержат мак
симумы в области малых частот 00 '" (0,2 -:- 0,5) 000' Физические 
причины, приводящие к возникновению этих максимумов, 

однако, различны. Максимум при надбарьерном движении, 
как показано в § 49, обусловлен особенностями рассеяния 
электронов в области малых прицельных параметров, тогда 

211 



как максимум при каналировании обусловлен периодичностью 
движения частицы в канале. 

Интенсивности излучения каналированных и надбарьерных 
частиц в области максимума спектральной плотности (см. 
рис. 7.2 и 7.4) существенно различаются. А именно, оказыва
ется, что вклад, вносимый каналированными частицами, может 
быть сравнимым, и даже большим чем вклад, вносимый 
надбарьерными частицами. При этом, однако, доля частиц, 
захваченных в канал, может быть малой по сравнению с долей 
частиц, совершающих надбарьерное движение. 

Таким образом, при уменьшении угла чт падения пучка 
электронов на кристалл по отношению к кристаллографической 
оси, начиная с углов Чт::5 Чт" спектральная плотность излучения 
в области малых частот должна резко возрасти по сравнению 

2 

1 

о 

Рис. 7.5. 

1,0 

Завис~ость cy~apHOГO 

со случаем, когда Чт> чт с и явление 
каналирования электронов отсут

ствует. 

Этот результат иллюстрирует 
рис. 7.5, на котором представлена 
спектральная плотность излучения 

пучка электронов, включающая 

вклад в излучение как каналирован

ных, так и надбарьерных частиц [14]: 

/dtff)=/dtff) +(l-Фс(Чт))/d8) ,(50.13) 
\doэ \doo с \doo u 

где Фс(w)-доля частиц, захвачен
ных в канал при входе в кристалл, 

а < dtff / dm) с и < dtff / dm)u - спектры 
спектра излучения каналированных 

и надбарьерных электронов от ори
ентации оси < 111 > кристалла крем-
ния относительно падающего пучка ~~;~:~:~x к~~~~:~~ва~:;~~е:яе~~~~ 
формулами (50.2) и (49.3). Приведенные графики относятся 
к различным значениям углов падения W пучка частиц на 
кристалл по отношению к одной из его осеЙ*). 

§ 51. Учет недНlЮЛЬИОСТИ нзлучения 
в области больших частот 

в предыдущих параграфах мы считали излучение диполь
ным, т. е. предполагали вьшолненным условие 13,« 1. Теперь 
рассмотрим излучение в том случае, когда это неравенство 

не выполняется. 

*) Отмеченный рост спектральной плотности излучения при \)!;5\)!о однако, 
экспериментально не наблюдался (см., например, работы [15-17]). Связано 
это, по-видимому, с тем, что эти эксперименты проводились с довольно 

толстыми кристашшми, в которых имеет место значительное перераспределение 

пучка частиц по поперечным энергиям и моментам, по сравнению с рас

пределением частиц по этим величинам при входе пучка в кристалл. 
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Если '" '" "'с, то угол рассеяния частицы цепочкой по 
порядку величины равен критическому углу каналирования 

9-"'с, поэтому при достаточно больших Е всегда может 
быть выполнено условие 'У9 '" 'У'" с ;;(: 1, при котором дипольное 
приближение несправедливо. В случае периодического движения 
частицы в поле непрерывного потенциала кристаллических 

плоскостей излучение в условиях, когда неравенство 'У9/ « 1 
не выполняется, было рассмотрено в § 46. В настоящем 
параграфе мы рассмотрим этот же вопрос при движении 
частицы вблизи кристаллографической оси. 

Рассмотрим вначале излучение надбарьерной частицы в об
ласти больших частот-частот, удовлетворяющих условиям 
2R/",»Z»a. Кроме того, будем считать выполненным неравен
ство 'У"'с» 1. Тогда изменение радиуса кривизны траектории 
частицы в пределах длины когерентности будет малым по 
сравнению с радиусом кривизны, и, следовательно, для нахож

дения входящей в (49.1) величины dtff (Ь) / dm в этом случае 
можно воспользоваться формулой (5.4). Заменив в (5.4) ин
тегрирование по t интегрированием по с помощью соот-

ношения dt=dp/p, где р='" l-Ur /B1- _Ь 2 /р2, И используя 
уравнение 

определяющее траекторию частицы в поле цепочки атомов, 

запишем спектральную плотность излучения (5.4) в виде 

ос) ос) 

dt!(b) = _ 4е 2ro f~p {~фl (u)+~ fdхФ(Х)} 0 (1- и,(р) _ ь:), (51.1) 
dro ';;'у2 р U 2 g.L Р 

О и 

где u= I тф'У -2 (aur/ap) -112/3 и 0(х)-ступенчатая функция 
(2.9). Подставив, далее, это выражение в (49.1), получим после 
интегрирования по прицельным параметрам Ь следуЮщее 
выражение для спектральной плотности излучения [1}~ 

где 

ос) ос) 

\:)= :rзе2LndO f pdp f dхКs / з (х), 
р' 6)/6), 

m = 2У2 1 ди'l с 3т др , 

(51.2) 

K sf3 (х)-функция (5.9). Входящая в (51.2) величина р' зависит 
от знака заряда частицы: для электронов р' = О; дЛЯ позитронов 
эта величина определяется из условия 1':1- = Ur(p*), если 1::1- < Ur(O), 
И р'=О, если 1':1- > Ur(O). 
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Формула (51.2) по своей структуре сходна со структурой 
формулы (5.8) для спектрального распределения магнитно
тормозного излучения БЫt:ТрОЙ частицы в постоянном внешнем 
магнитном поле. Связано это с тем, что при выводе (51.2) 
фактически предполагалось, что поле цепочки атомов в преде
лах длины формирования излучения можно считать постоян
ным (приближение постоянного поля). По этой причине можно 
сказать, что (51.2) представляет собой магнитно-тормозной 
предел формул теории излучения быстрых частиц в кристалле*). 

На рис. 7.6 представлены результаты вычислений спектраль
ной плотности излучения электронов (51.2) в случае, когда 

--............ !!.J5 -- ...... - ...... ..!t.. -----
о 0,5 1,0 w,гэв 

Рис. 7.6. Спектры излучения электронов 
(е _) и позитронов (е +) в области больших 
частот при больших значеннях параметра 
недипольности излучения. Цифры у кривых 

соответствуют значениям p=1j1j1j1" для ко-
торых ПРОВОдиЛись вычисления 

частицы с энергией Е= 30 ГэВ 
движутся в кристалле кремния 

вблизи кристаллографической 
оси < 111 >. в вычислениях ис
пользована аппроксимация не

прерывного потенциала цепоч

ки функцией (35.18). На этом 
же рисунке штриховыми лини

ями представлены спектраль

ные плотности излучения пози

тронов, найденные по формуле 
(51.2) при \(1=\jIc и \)1= /2\(1с· 

Полученные результаты 
показывают, что при выпол

нении условий 2R / \)1» /» а, 
\jI ;5 \)1 с> y\jl с» 1 спектры излуче
ния электронов и позитронов 

различны. 

Для позитронов, согласно формуле (51.2), с уменьшением 
\)1 интенсивность излучения уменьшается. Связано это с тем, 
что в этом случае. частицы не подходят на близкие расстояния 
к оси цепочки, где градиенты непрерывного потенциала цепочки 

максимальны. 

Для электронов спектральная плотность излучения (51.2) 
от \)1 не зависит (от \(1 зависит область применимости этой 
формулы: 2R/\(1)>/). Электроны, в отличие от позитронов, 
при всех значениях угла \(1 подходят на близкие расстояния 
к оси цепочки, где градиенты непрерывного потенциала цепочки 

максимальны, поэтому при всех значениях угла \)1 электроны 
интенсивно излучают. Существенным при этом является то, 
что в области больших частот именно область малых значений 
р дает существенный вклад в излучение. Рассмотрим в этой 

*) Возможность применения формул теории магнитно-тормозного излуче
ния к описанию излучения частиц высоких энергий в кристаллах была 
показана в работе [1]. Этот результат впоследствии был обобщен на случай 
процесса образования электронно-позитронной пары фотоном в кристалле 
[18-23] и ла случай процесса излучелия быстрой частицы в кристалле 
с учетом эффекта отдачи [23-27]. 
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связи более подробно излучение ультрарелятивистских элект
ронов на цепочке атомов кристалла в области больших частот. 

В области частот ю '" юс при р '" R основной вклад в интеграл 

по р в (51.2) вносят значения Rt::,pt::,J и 2 • В этой области 
значений р непрерывный потенциал цепочки может быть 
аппроксимирован функцией вида 

Иr(Р)=Из1П(11~). (51.3) 

При движении электронов в кристалле кремния, находящемся 
при температуре 293 К, вблизи оси < 111) хорошая аппрок
симация достигается при Из =38 эВ и 11=3,57. Точность 
аппроксимации иллюстрирует рис. 5.3, на котором штрихпун
ктирной кривой представлена потенциальная энергия (51.3). 
В поле с таким распределением потенциала все входящие 
в (51.2) интегрирования могут быть выполнены аналитически. 
При этом [l] 

/ dC) = L 21te2ndU~ . (51.4) 
\ dro 3т2/) 

Найденное выражение для спектральной плотности излуче
ния указывает на ряд важных особенностей процесса излучения 
надбарьерных электр'ОНОВ на цепочке атомов кристалла в об
ласти частот ю'" 3'1 ИЗ /2mR. А именно, в этой области частот 
интенсивность излучения обратно пропорциональна частоте 
излученного фотона и не зависит от Чt. Существенным также 
является то, что формула (51.4) остается в силе не только 
при УЧtс» 1, но и в том случае, когда УЧtс« 1. Действительно, 
подставляя потенциальную энергию (51.3) в формулу (49.3) 
и замечая, что в интересующей нас области частот основной 
вклад в излучение вносят малые значения р, при которых 

в величинах р, <р.(р) и t(p) медленно меняющуюся функцию 
ИЗ In(l1R/p) можно заменить константой, получим после всех 
интегрирований формулу (51.4). 

Соотношение между спектральной плотностью излучения 
(51.4) и точным значением спектральной плотности излучения 
надбарьерных электронов, найденным в дипольном приближе
нии по формуле (49.3) для потенциальной энергии (35.18), 
иллюстрирует приведенный выше рис. 7.2, на котором пред
ставлена функция f, соответствующая спектру излучения (51.4). 

Отметим, что формула (51.4) отличается от соответст
вующей формулы для аморФной среды (18.5) множителем 
k/&d, где k=1t/8In(183Z -1/3). Входящая сюда величина (&d)-l 
представляет собой число атомов на длине когерентности. 
Таким образом, мы видим, что как при УЧtс» 1, так и при 
УЧtс « 1, в области частот ffi '" фс рост излучения электронов 
в кристалле по сравнению с излучением в аморфной среде 
обусловлен когерентными эффектами при излучении. 
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Формула (51.2) справедлива, если энергия излученного 
кванта мала по сравнению с энергией частицы: (0« Е. Харак
терные значения частоты излученных волн быстрой частицей 
в поле непрерывного потенциала кристаллических осей, однако, 
быстро растут с увеличением энергии частицы, 

у 2Uо 
(о ff ~ (о "'--

• с mR' 

и при достаточно больших Е неравенство (O.ff« Е нарушается. 
В этом случае необхо~ учет эффекта отдачи при излучении. 
Формулы, описывающие излучение быстрых частиц во внешнем 
поле с учетом эффекта отдачи, были получены в § 17. Этими 
формулами, очевидно, можно пользоваться и для описания 
излучения частиц в кристалле. При этом если изменение 
радиуса кривизны траектории частицы в пределах длины 

когерентности будет мало по сравнению с радиусом кривизны, 
то поле цепочки атомов в пределах длины когерентности 

1 можно считать постоянным. Вероятность излучения, отнесен
ная к единице длины, в этом случае будет определяться 
формулой (17.6), в которой значение параметра Х следует 
положить равным 

(51.5) 

Подставив формулу (17.6) в (49.1), получим после простых 
преобразований, аналогичных преобразованиям, которые были 
сделаны при выводе формулы (51.2), следующее выражение 
для среднего значения спектральной плотности излучения 
надбарьерных частиц [23-26]: 

/ dtff) = _ Lnd 2J"ice 2m2 _~_ х 
\dro Е H~ 

00 00 

х f PdP{f ~Ф(~)+~(1+2(;:~))ф/(Х)}, (51.6) 

Р' Х 

где X=(~/Xr)2/3 и ~=(O/E'. Эта формула обобщает соответ
ствующий результат классической теории (51.2) на случай, 
когда (о '" Е. 

Рассмотрим два предельных случая формулы (51.6). Если 
в области значений р'" R, дающих существенный вклад в ин
теграл по Р в (51.6), выполняется условие х« 1, то 

00 

(dtff)=Le 2 d3Ц6Г(~) 2Е- 1 1/3 l+(l+u)2 f d 2/3 n т u ( )2 Р PXr . • 3 l+u 
(51.7) 

Р' 
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Если же х» 1, то *) 

(dS) е2m2 foo ~ -~~ 
- =Lnd- pdp~(l+u+u2)e Х,. 
dw Е (1 +и)2 

(51.8) 

р* 

Заметим, что при Х,» 1 условие х« 1 может выполняться 
не только в области частот т«Е, но и при т- Е. Простая 
асимптотическая формула (51.7) в этом случае определяет 
спектральну.о плотность излучения в ПIИрокой области частот 
излученных фотонов вплоть до значений Ф, сравнимых с энер
гией частицы Е. Неравенство же х» 1 всегда выполняется, 
если энергия излученного фотона достаточно близка к энергии 
частицы т-Е. 

На рис. 7.7 представлены результаты вычислеНия спект
ральной плотности излучения по формулам (51.6), (51.7) и (51.8) 
в случае движения элек

тронов с энергиями 

Е= 10, 100 и 1000 ГэВ 
вблизи кристаллографи
ческой оси (111) кри
сталла кремния. На этом 
же рисунке представлена 

спектральная плотность 

излучения, найденная по 
формуле (51.2) классичес
кой теории излучения. 
Приведенные графики по
казыва.от, что учет эф
фекта отдачи при излуче
нии существенно сказыва

ется на излучении быст
рой частицы в кристалле 
уже при энергиях, дости

жимых на современных 

ускорителях. Связано это 

5 

о 0,2. 0,+ 
(М/Е 

о 

. . 
! "..-__ cL 
.~ ............ :, .... 

0,5 
tи/E 

Рис. 7.7. Спектры излучения электроиов с энерm
ями 10, 100 и 1000 ГэВ при движении частиц 

в кристалле кремния вблизи ОСИ (111). Сплошиые 
линии-спектр с учетом отдачи при излучении 

(51.6); штриховые-результат классической теории 
(51.2); пунктир и штрихпунктир - асимптотические 

формулы (51.7) и (51.8) 

с тем, что средние поля кристаллических осей оказываются 
на несколько порядков больше, чем электромагнитные поля 
макроскопических внешних полей, поэтому при движении 
в кристалле эффект отдачи сказывается на излучении при 
гораздо меньших энергиях частиц, чем во внешнем мак

роскопическом поле. 

Формула (51.6) может быть использована также и ДЛЯ 
определения вероятности образования электронно-позитронной 
пары фотоном высокой энергии в поле непрерывного потен
циала кристаллических осей. Действительно, выполнив в (51.6) 
замены переменных Ф~ -ш, Е- -Е+, E'~E_ и домножив 

*) При выводе (51.7) и (51.8) мы воспользовались соответствующими 
асимптотиками формул теории магнитно-тормозного излучения [28]. 
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полученный результат на (Е t /0)3) (dE + / dO)), приходим к сле
дующему выражению для вероятности интересующего нас 

процесса [20-23]: 

(51.9) 

где 

_ [wm з (dUr ) -1] 2/3 
Х±- -- -

Е+Е_ dp , 

Формула (51.9) справедлива, если выполняется неравенство 
уФс» 1 и, кроме того, если изменение радиуса кривизны 
траектории родившихся частиц в пределах длины когерентности 

процесса образования пары 1 ± мало по сравнению с радиусом 
кривизны траектории, т. е. если выполняются неравенства 

2R/ф»/± »а. 
Для иллюстрации полученного результата на рис. 7.8 пред

ставлена зависимость вероятности образования пары (51.9) от 
энергии одной из частиц пары (позитрона) при различных 
значениях энергии фотона. Вычисления выполнены в случае 

Рис. 7.8. Распределение по энергии по
зитрона Е + вероятностн образования 
электронно-позитронных пар фотоном 

при различных значениях энергий фо
тонов (цифры у кривых соответствуют 

значениям энергии фотонов в ГэВ), 
падающих на кристалл вольфрама 

вдоль оси (111) 
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падения фотона на кристалл воль
фрама вдоль оси О11). Темпе
ратура кристалла предполагается 

комнатной. Приведенные графики 
показывают, что при малых значе

ниях энергии фотона вероятность 
образования пары имеет макси
мум или Е+ =0)/2. С ростом энер
гии фотона этот максимум по
степенно переходит в широкое 

плато и затем в середине этого 

плато возникает провал. 

Таким образом, при ультра
высоких энергиях фотонов форма 
спектра становится весьма схожей 
с формой спектра образовавшихся 
пар в аморфной среде. Величина 
же вероятности образования пары 
в кристалле оказывается сущест

венно больше, чем вероятность 
образования пары в аморфной 
среде. 



§ 52. Излученне на цепочке атомов 
в области малых частот 

Рассмотрим теперь излучение в области достаточно малых 
частот, при которых выполняются условия ii 2 I R ~» zc » 2R I ~, 
где а-среднее расстояние между цепочками атомов, и выяс

ним, к чему приводит недипольность излучения в этой области 
частот [1, 2]. 

Процесс излучения в этом случае разыгрывается на длине 
lс значительно превосходящей длину 2R/~, на которой на 
частицу эффективно действует поле цепочки, поэтому для 
нахождения входящей в (49.1) величины d ~ (Ь ) I d ro можно 
воспользоваться формулой (7.4). При этом спектральная плот
ность излучения d~-(b )jdro будет определяться углом рассеяния 
частицы цепочкой 9(Ь) и, следовательно, 

00 

/dС)=2Lnd~fdЬdC(Э(Ь)). (52.1) \dro dro 
о 

в дипольном приближении эта формула приобретает вид 
00 

/ и) =L~e2ndy2~ f dbl}2 (Ь). 
\ dro 31t 

(52.2) 

о 

Заметим, что выражение (52.2) для интенсивности излучения 
может быть получено из формулы (49.3), справедливой в ди
польном приближении, если в последней рассмотреть пре
дельный случай малых частот излучения. Действительно, при 
выполнении условия Zc»2R/~ входящие в (49.3) величины 
А и В будут определяться соотношениями 

1 
А ~2E-L cos- <р (Ь), 

2 
B~O. 

Подставляя эти соотношения в (49.3), получим формулу (52.2). 
При ~»~c, согласно (38.4), углы рассеяния электронов 

и позитронов на цепочке атомов одинаковы, поэтому и излуче

ние этих частиц в области малых частот будет одинаковым. 
Если же ~ ~ ~c, то, как показано в § 38, рассеяние электронов 
и позитронов на цепочке атомов различно. В соответствии 
с этим различной будет и интенсивность излучения электронов 
и позитронов в области малы~ частот. 

При выполнении условия уЗ» 1, согласно (52.1) и (8.7), 

(~~)=8LndRе2~7t-llП('У~, (52.3) 

где Э-среднее значение модуля угла рассеяния частицы 
цепочкой. 
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Рассмотрим 60лее подро6но излучение частиц в 06ласти 
малых частот при \jJ» \jJc' В этом случае, согласно (38.4), 
среднее значение угла рассеяния частицы цепочкой атомов по 
порядку величины равно 

- 2ио 
э-

EIjI' 
(52.4) 

где Uo=2Ze 2 /d. Используя эту оценку и формулы (8.6) и (8.7), 
находим, что при \jJ» \jJ с 

{( ио)2 ио .1, 

/dtff)",LnеЧR\jJ mljl' -;;-«'1" (52.5а) 
\dro lnuo, UO»\jJ. (52.56) 

mljl т 

Соотношения (52.5) показывают, что в дипольном приближении 
с уменьшением угла \jJ интенсивность излучения в области 
малых частот увеличивается. При \jJ;$ ио/т условие диполь
ности излучения частицы в поле цепочки атомов кристалла 

не выполняется. В этом случае, согласно (52.5б), интенсивность 
излучения уменьшается. 

Таким образом, при \jJ< ио/т недипольность приводит 
к подавлению интенсивности когерентного излучения реляти

вистских частиц на цепочке атомов в области малых частот. 
Заметим в этой связи, что при анализе результатов 

борновской теории когерентного излучения быстрых частиц 
в кристалле было обращено внимание на то, что если 
в формулах этой теории выполнить формальный переход 
Е ..... оо и \jJ ..... O, то борновское сечение излучения неограниченно 
растет [29-32]. Ясно, что должен существовать механизм, 
который ограничивает такой рост, ибо неограниченное увеличе
ние сечения может привести, например, к тому, что излученная 

14 

о 

, 
\ 
\ 
\2 , , 

..... 

Ge < 110> 

Е=100Гэ8 

" 

энергия превысит энергию 

налетающей частицы. 
Формулы (52.5) показы

вают, что в действитель
ности при Е ..... оо и \jJ ..... O 
неограниченный рост сече
ния излучения отсутствует, 

так как при таком переходе 

нарушается условие диполь

ности излучения частицы на 

цепочке атомов. 

Полученные результаты 
Рис. 7.9. Зависимость спектральной lШотности иллюстрирует рис. 7.9, на 
излучения в области малых частот от угла 
падения пучка электронов на цепочку с учетом котором представлена зави-
(1) и без учета (2) эффекта недипольностп симость величины спект

излучения ральной плотности излуче-
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lШЯ В области малых частот (52.1) от угла падеIШЯ пучка 
электронов на цепочку при больuших значеIШЯХ энергии и при 
ф» фс. Штриховая линия на этом рисунке соответствует 
результату вычислеIШЯ интенсивности излучения в борновском 
приближеIШИ (29.5). 

§ 53. Влияние многократного рассеянии и поляризации среды 
на когерентное излучение 

Полученные в предыдущих параграфах результаты от
носились к случаю, когда длина когерентности процесса 

излучеIШЯ мала по сравнению с длиной свободного пробега 
частицы в кристалле между последовательными столкновеIШ

ями с цепочками атомов. Если это условие не выполняется, 
то необходим учет влияния многократного рассеяния частицы 
на цепочках атомов на излучение. 

Многократное рассеяние частиц приводит, как мы видели 
в гл. 3, к подавлеIШЮ тормозного излучения при высоких 
энергиях в аморфных телах. Оно же, как будет показано 
lШже, приводит и к подавлению когерентного излучения 

в кристаллах. Чтобы ОIШсатъ этот эффект в кристаллах, 
необходимо усреДIШТЬ общую формулу для спектральной 
плотности излучения (3.10) по углам рассеяIШЯ. В кристалле, 
в отличие от аморфной среды, рассеяние происходит только 
по азимутальному углу q> (см. рис. 5.20). Если этот угол мал 
(q>2[c« 1), то согласно (41.6), распределение частиц по углам 
является гауссовым. Мы начнем с рассмотреIШЯ этого случая, 
являющегося простейшим [33-35]. 

Если азимутальный угол рассеяния q> мал, то входящий 
в формулу (3.10) угол рассеяIШЯ частиц 3 будет равен 3~фq>. 
Процесс рассеяIШЯ по углам 3 поэтому также будет гауссовым. 
При этом плотность вероятности того, что углы рассеяния 
в кристалле 3n =фq>(nА) в моменты времени tn=nA, где n= 1, 
2, ... , N, а A=t/ N и N» 1, будут лежать в интервалах (3", 
3 n + d3n), определяется соотношением 

df!JJ d~l···d~N ех {_ 1)j _ _(~H-~H_l)2} 
N (21tqcA)NI2 Р 2qc A •.. 2qc A ' 

(53.1) 

где qс=ф2q>2-среднее значение квадрата угла рассеяния части
цы на цепочках атомов кристалла, отнесенное к еДИIШце длины. 

Используя это выражение, можно представить среднее 
значеIШе спектральной плотности излучения быстрой частицы 
в кристалле в виде функционального интеграла [34, 35 ]: 

(53.2) 
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Формула (53.2) отличается от соответствующей формулы 
для аморфной среды (23.4) тем, что в кристалле угол рассеяния 
~Ч't) имеет только одну компоненту, тогда как в аморфной 
среде 3('t) содержит две компоненты. Средние углы рассеяния 
частицы в кристалле и в аморфной среде, как показывает 
формула (42.9), могут сильно различаться, !!Qичем в ин-

тересующем нас случае "'»"'е (т. е. когда <р2 /е« 1) это 
различие определяется множителем, не зависящим от 'с. Отсюда 
можно заключить, что формула для среднего значения спектра 
излучения в кристалле будет отличаться от формулы для 
среднего значения спектра излучения в аморфной среде тем, 
что в (23.5) следует заменить Q~ -+Q± и q-+2qe. Таким 
образом, мы приходим к следующему выражению для спек
тральной плотности излучения в кристалле: 

/ и) = исоь 1 Ф (s ) (53.3) 
\ dro е dro 2у 2 (l-v~) е , 

Г де d @"СОЬ/ d 00 - соответствующий резу ль та т теории когерент
ного излучения быстрой заряженной частицы в кристалле, 
в котором не учитывается влияние многократного рассеяния 

и поляризации среды на излучение (см. формулы (53.2) и (38.4)), 
и Ф(SеJ-функция, описывающая влияние многократного рас
сеяния частицы на цепочках атомов кристалла на излучение: 

00 

Ф(Sе)=48s; {-~+ fdX ехр( -2scx) [Sin 2sex+ 
4 xshx 

о 

+1/2 Chs:~l (sin2sex+cOS2SeX)]}. (53.4) 

Здесь Se = 1/4 у2 (1 -v.j"i.) J 00/ ООе И ООе = 1/2 qey4. 
Формула (53.3) определяет влияние как многократного 

рассеяния, так и поляризации среды на интенсивность когерент

ного излучения быстрой частицы в кристалле при Ev2 < 1. Эта 
формула получена на основе метода функционального интег
рирования. Аналогичный результат может быть получен также 
и на основе метода кинетического уравнения. При Е= 1 это 
было сделано в работе [36]. 

При малых и больших значениях параметра Se функция 
Ф(Sс) имеет следующие асимптотики: 

00 

Ф'" {1 , Se ~ 1, 
'" 611Se, Se« 1, 

где 11= J dхх-1/2(сhх-l)(shх)-З/2~1.33. 
о 

(53.5а) 

(53.5б) 

Таким образом, при Se~ 1 формула (53.3) переходит в соот-
ветствующий результат теории когерентного излучения реля
тивистских частиц на цепочках атомов кристалла с учетом 
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влияния поляризации среды на излучение: 

/ и) dtffcoh 1 
\dro с =~ 2y2(I-vJE) 

(53.6) 

При Sc-+O формула (53.3) уточняет коэффициент в соот
ветствующем результате работы [37], найденном на основе 
качественных оценок. В этом предельном случае, согласно 
(53.5б), 

/ и) :::::dtffcOh Гоо. (53.7) \dro с dro v~ 
Мы видим, что при sc« 1 (0)« 1/2Qcy4) имеет место 

значительное подавление когерентного излучения, обусловлен
ное многократным рассеянием. 

При произвольных значениях Sc функция Ф (sc) дана на 
рис. 3.2. Приведенные на этом рисунке кривые показывают, 
что функции ф(sс) и ФМ(S) весьма близки друг к другу. 
Значения же переменных Sc и S при заданных Е и о) могут 
сильно различаться, поэтому условия, при которых происходит 

изменение характера излучения в кристалле и в аморфной 
среде, различны. 

Сравним теперь основные характеристики излучения быст
рых частиц в кристалле и в аморфной среде в области малых 
частот. 

Прежде всего отметим, что величина d tff соы� dO) связана со 
спектральной плотностью излучения в аморфной среде (18.5) 
соотношением 

dtffcoh QcdtffBH --=---, 
dro Q dro 

(53.8) 

где Q=Э;IL-среднее значение квадрата угла рассеяния части
цы в аморфной среде на единице длины (20.13). В ин
тересующем нас интервале углов '" ("'c«"'«Rla), согласно 
(41.9), Qc»Q, поэтому 

dt!coh dtffBH --»--. 
dro dro 

В области частот 0)« о)р, как известно [29], диэлектрическая 
проницаемость определяется соотношением 

Е::::: 1-0);/0)2, 

где о)р = j41tnZe 2 1т-плазменная частота. Входящая в (23.9) 
и (53.3) величина 2y 2 (1-v.fi.) в этой области частот может 
быть записана в виде 

r:. у2ro2 
2у 2 (l-vy' Е)::::: 1 +-f-. 

ro 
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Формулы (23.9) и (53.3) при этом показывают, что как 
в аморфной среде, так и в кристалле, поляризация среды 
оказывает влияние на излучение в области частот 00 ~ УООр ' 
Многократное же рассеяние в аморфной среде и в кристалле 
оказывает влияние на излучение соответственно при 00 ~ OOLP 
И oo~(2qc/q)OOLP' При o/c«o/«R/a, согласно (42.9), qc"»q, 
поэтому изменение характера излучения в кристалле происходит 

при более низких энергиях частиц и в большей области 
частот, чем в аморфной среде. 

G 

.. 

о 

Е=1ГэВ 

------------
2 3 101, "эВ о 100 200 300 ш,Мэ8 

Рис. 7.10. Влияние многократного рассеяния на спектр излучения электронов с разной 

энергией Е в кристалле (сплопшые линии) и в аморфной среде (штриховые) в области 
малых частот 

На рис. 7.10 представлены результаты вычисления спектров 
излучения электронов с энергией Е = 1 и 1 О ГэВ в аморфной 
среде (штриховые линии) и В кристалле (сплошные линии) 
в случае, когда пучок падает на кристалл вольфрама под 
углом 0/=2 мрад и кристаллографической оси (100). В качестве 
потенциала отдельного атома среды в вычислениях использован 

экранированный потенциал Кулона (7.5). 
Полученные результаты показывают, что при излучении 

в кристалле область частот, в которой существенное влияние 
на излучение оказывает многократное рассеяние, значительно 

больше соответствующей области частот для аморфной среды. 
Важным также является то, что при не очень высоких энергиях 
частиц в аморфной среде влияние многократного рассеяния 
на излучение нельзя рассматривать независимо от влияния 

поляризации среды, тогда как в кристалле такое рассмотрение 

проводить можно. Для этого необходимо, чтобы вьшолнялись 
условия 

(53.9) 

Эти неравенства, в частности, выполняются в случае, когда 
электрон с энергией Е = 1 ГэВ движется в кристалле вольфрама 
под углом 0/=2 мрад к оси (100). При Е= 10 ГэВ, как легко 
про верить, выполняются условия 

УООр ~ OOLP« (2qc / q) OOLP, 

и, следовательно, для этой энергии существует область частот, 
в которой как в кристалле, так и в аморфной среде, влияние 
на излучение многократного рассеяния можно рассматривать 

независимо от влияния поляризации среды. 
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Таким образом, при движении ультрарелятивистского эле
ктрона в кристалле эффект подавления когерентного излучения, 
обусловленный многократным рассеянием (аналог эффекта 
Ландау - Померанчука подавления тормозного излучения быст
рых частиц в аморфной среде) может проявляться при 
значительно более низких энергиях частиц, чем в аморфной 
среде. 

Мы рассмотрели влияние многократного рассеяния на 
когерентное излучение в области малых частот. Нетрудно 
учесть также влияние отдачи при излучении на этот 

эффект и рассмотреть влияние многократного рассеяния 
на когерентное образование в кристалле электронно-по
зитронных пар. Действительно, вероятность излучения бы
строй частицы в веществе с учетом эффекта отдачи 
определяется формулой (17.4). Эта формула представляет 
собой функционал, определяемый траекторией частицы 
в веществе, которая в рассматриваемом нами случае 

является случайной. При \jf»\jfc функционал (17.4), под
лежащий усреднению, имеет гауссов вид, поэтому, как 
и в классической теории, среднее значение вероятности 
излучения может быть записано в виде функционального 
интеграла по винеровской мере (24.1), вычисление которого 
может быть проведено аналитически. При этом среднее 
значение спектральной плотности вероятности излучения 
имеет вид [38 ] 

(~:) = ;1t~С~[(Е2+Е'2)Ф(S)+~ОО2G(s)J (53.10) 

где Ф(s)-функция (53.4), определяющая влияние многократ
ного рассеяния на излучение быст ого электрона в кристалле 

v m 2 

В классическои теории, s= 8Е 2 

00 

G(s )=96s2 (~- fdxe-2sхSin2SХ). 
4 shx 

(53.11) 

о 

Формул~ (53.10) обобщает соотв~тствующий результат 
I\лассическои теории (53.3) на случаи, когда существенны 
эффекты, связанные с отдачей при излучении. Она справедлива, 
если длина когерентности процесса излучения 1=2ЕЕ' /т 2оо 
превышает длину порядка 2R/\jf, на котором на частицу 
эффективно действует поле цепочки, и, кроме того, если 
\jJ» "'С и столкновения частицы с различными цепочками 
атомов можно считать случайными. 

Выполнив в (53.10) замены переменных ОО~ -00, E~ -Е+, 
E'~E_ и домножив результат на Е~оо-2(dЕ+/dоо), получим 
формулу для вероятности образования электронно-позитронной 
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пары фотоном в кристалле с учетом влияния многократного 
рассеяния частиц на цепочках атомов на этот процесс: 

/dw±)=е2qсLЕ~[(Е~+Е2)ф(S )+~ro2G(S)] (53.12) 
\dE+ 3nm 2 ы3 + ± 2 ±, 

§ 54. Влияние многократного рассеяния на излучение 
в условиях дипольности излучения 

В предыдущем параграфе мы рассмотрели влияние много
кратного рассеяния на когерентное излучение быстрых частиц 
в кристалле. Результаты этого параграфа справедливы в случае 
достаточно малых углов рассеяния частицы в кристалле. При 
прохождении частицы через кристалл могут иметь место условия, 

когда угол рассеяния не мал по сравнению с углом падения 

частицы на кристалл по отношению к кристаллографической оси. 
Рассеяние в этом случае не будет гауссовым процессом, поэтому 
этот случай требует особого исследования. Такое исследование 
может быть проведено в общем виде, если излучение носит 
дипольный характер, т. е. при выполнении условия уЗl « 1 [35]. 

Спектральная плотность излучения в дипольном приближе
нии с учетом влияния поляризации среды на излучение 

определяется формулой (19.5). Мы будем интересоваться далее 
излучением в области частот, для которых длина когерентности 
lс=2у 2/ ro велика по сравнению с длиной 2R/\(I, на которой 
ускорение частицы при столкновении с каждой цепочкой 
атомов отлично от Н'уля. В этой области частот входящая 
в (19.5) величина IW\v)1 2 определяется соотношением (19.7), 
в котором под углом ЗП следует понимать угол рассеяния 
при столкновении с n-й цепочкой и (п-момент столкновения. 

Соотношение (19.7) необходимо усреднить по углам рассея
ния ЗП • Как и прежде, будем интересоваться излучением в том 
случае, когда столкновения частицы с различными цепочками 

атомов являются случайными. При многократном рассеянии на 
различных цепочках происходит перераспределение частиц по 

азимутальному углу (см. § 41.7). После n-го столкновения 
полное изменение азимутального угла будет равно 

n 

Фп= I <j)k' 
k=l 

При этом проекции вектора 3п , определяющего угол рассеяния 
частицы при n-м столкновении с цепочкой, на плоскость (х, у) 
ортогональную оси z имеют вид 
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Подставив эти соотношения в (19.7), получим 

1 w (v) 12 = ",22: eiv(t,-t,) {cos (фп -Фk)-
n,k 

-СОS(Фп-Фk-t)-СОS (Фп-t -Фk)+СОS(Фп-t-Фk-д}· (54.1) 

Так как в рассматриваемом случае столкновения с раз
личными цепочками атомов кристалла независимы, то в (54.1) 
может быть выполнено усреднение по азимутальным углам 
<рп В явном виде. Замечая, что 

(cos (Фп - Фk» = (cOs <р) 1 n-k 1, (sin <р> = О, 
находим 

(1 W(V) 12) = 2",22: cos V(tn - t k) [(cOs <р> 1 n-k 1- (cOs <р) 1 п-Н t IJ, 
n,k 

(54.2) 

где (cos <р) = ~ f db cos <р (Ь ) - среднее значение функции cos <р 
при рассеянии частицы отдельной цепочкой атомов и а
среднее расстояние между цепочками: ii = (nd) -1{2. 

Заметим, что аморфной среде после усреднения 1 W 1 2 по 
углам двойная сумма по рассеивающим центрам (19.7) 
перешла в одинарную. В результате этого зависимость 
(1 W (v) 12) от величин (п выпала. В случае же кристалла 
двойная сумма после усреднения по углам остается и, 
следовательно, сохраняется зависимость величины (1 W(v) 12) 
от {п ' Поэтому формула (54.2) должна быть еще усреднена 
по случайным моментам времен столкновения частицы 
с цепочками атомов. 

Так как столкновения случайны, то функция распределения 
по величинам 'п, определяющим интервал времени между n-м 

и (n-l)-м столкновениями частицы с цепочками атомов, имеет 
вид (см., например, стр. 36 работы [39]) 

Л.п)=~ехр ( -~), (54.3) 

где 'f = ii / '" - среднее время свободного пробега частицы 
между последовательными столкновениями с цепочками. Учи-
тывая, что 

приходи м К следующему выражению для среднего значения 

функции cos v (tn - tk ): 

(cos v (tn - tk » = Re (1 + iv'f) -1 n-k 1. 

Таким образом, в диполь но м приближении спектральная 
плотность излучения частицы, движущейся в кристалле под 
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малым углом \jI к одной из кристаллических осей, определяется 
в области малых частот формулой (19.5) с 

(1 W(v) 12) =2\j12 Re L (1 + iv't) -1 n-k 1 {(cos <р) 1 n-k 1-
n,k 

_(cos<p)ln-k+1 1}. (54.4) 

Заметим, что при выводе этой формулы не использован 
конкретный закон взаимодействия частицы с полем отдельной 
цепочки атомов. 

Если толщина кристалла L велика по сравнению с длиной 
когерентности [с, то вкладом в излучение с участков пути 
масштаба [с на входе и выходе из кристалла можно пренебречь. 
В этом случае, сделав в (54.4) замену n=m+k, суммирование 
по т можно распространить на интервал т от - 00 до + 00. 
в результате суммирования геометрической прогрессии нахо
дим, что 

(1 w (v) 12) =4%ф2v2 (sin 2 ~ <р) [v2+ 't~ (sin 2 ~<p) 2] -1, (54.5) 

где %=Ljv't-число столкновений частицы с цепочками 
атомов кристалла. При этом среднее значение спектральной 
плотности излучения приобретает следующий вид: 

/ d8) = L e21jt200d F(x) (54.6) 
\ doo с 3ч 2 (l-v~) , 

F(X)=XO _х 2 )агсtg Х+Зх 2 [1-~ln(1 +х- 2)} (54.7) 

где 

. 200 r:.. 
x=-(I-vy Е). 

OOd 

Формула (54.6) справедлива при произвольных значениях 
азимутального угла рассеяния. Требуется только, чтобы выпол
нялись условия Ic»2Rj\jl и у 2Эf« 1. 

Рассмотрим некоторые предельные случаи формулы (54.6) 
при W:<:YWp • Функция F(x) при малых и больших значениях 
х имеет место следующие асимптотики: 

7 

{
1--2 + ... , 

( ) 20х 
Fx= 

~x [п + 2х ln (ех 2) + ... ], 

х> 1, 

х« 1. 

(54.8а) 

(54.8б) 

Аргумент этой функции в интересующей нас области частот 
может быть записан в виде 

Х=- l+--P . 00 ( у2002) 
OOd 002 
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ИЗ последнего соотношения, а также из асимптотик (54.8), 
вытекает, что спектральная плотность излучения быстрой 
частицы в кристалле зависит от соотношения между частотами 

со, СОа и уоо р. 

При выполнении условия СОа«УСОр , согласно (54.6) 
и (54.8а), имеем 

- L (54.9) \ dC) 2e 21j!200d 

doo с - 31t(1 +у200;/0о2)· 

Если кроме условия ООа«УООр выполняется неравенство 
о/с« 0/, то эта формула переходит в соответствующий результат 
теории когерентного излучения (53.6) с учетом влияния по
ляризации среды на излучение. 

Частота ООа зависит от знака заряда частицы и от 
соотношения между 0/ и о/с- Максимум Фd достигается при 
0/;$ О/С' т. е. когда характерные значения азимутальных углов 
рассеяния сравнимы с единицей. В этой области углов 0/ по 
порядку величины OOd",4y2ndR "'С. Сравнивая это значение 
СОа с УООр, находим, что 

(Фd!УООр)2 ",4yndR 2. 

Последнее соотношение показывает, что при 0/;$ о/с в области 
достаточно больших У всегда может быть выполнено неравен
ство Фd» УООр . В этом случае существует три области частот 
Ф, в которых излучение существенно различается: 

00» ООа, ООа» 00» УООр, УООр » 00. 

В области частот ОО»ООа формула (54.6) переходит в (54.9). 
Многократное рассеяние и поляризация среды в этой области 
частот не оказывают влияния на излучение. При этом излучение 
определяется только особенностями взаимодействия частицы 
с полем отдельной цепочки атомов. 

При ООd»Ф»УФР' согласно (54.6) и (54.8б), 

(54.10) 

в этой области частот многократное рассеяние частицы на 
цепочках атомов приводит к быстрому уменьшению спект
ральной плотности излучения с уменьшением частоты излучен
ной волны. 

Заметим, что соотношение (54.10) может быть получено 
и из оценочной -'формулы (8.9). Действительно, при "';$ "'О 
согласно (42.11), З2~20/2. Подставляя это соотношение в (8.9), 
приходим в дипольном приближении с точностью до числового 
коэффициента к формуле (54.10). 

Сравнивая этот результат с соответствующим результатом 
для аморфной среды (22.7), видим, что при движении в кристал
ле многократное рассеяние частицы на цепочках атомов 
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оказывает значительное влияние на излучение не только при 

ygt» 1, как это имело место в аморфной среде, но и в случае, 
когда ygt« 1. Связано это с нарушением условия гауссовости 
распределения частиц в кристалле по углам рассеяния \jJ;::; \jJ С. 

При Ы;::;УЫр формула (54.6) переходит в (54.9). В этой 
области частот значительное влияние на излучение оказывает 
поляризация среды. 

Полученные в этом параграфе формулы справедливы, если 
выполняется условие дипольности излучения частицы в кристал

ле у 2g1 «1. При \jJ '" \jJc по порядку величины gl '" \jJ;, и неравен
ство у 2\jJ; «1 приводит к ограничению на энергию Е. Заметим 
в этой связи, что существует интервал эне~гий Е, в котором 
одновременно выполняются условия y2\jJc« 1 и УЮр «Юd. 
А именно, эти неравенства выполняются, если 

(4nd R 2) -1« у «ma/4Ze 2. 

Таким образом, существует интервал энергий Е, в котором 
многократное рассеяние быстрой частицы в кристалле сущест
венно сказывается на ее излучении при выполнении условия 

дипольности излучения. 

§ 55. Излучение в тонких кристаллах 

Полученные до сих пор результаты относились к случаю, 
когда длина когерентности 'с мала по сравнению с толщинои 
мишени L. При достаточно больших Е и малых ro и L, 
однако, всегда может быть выполнено и обратное неравенство; 
lс» L. Процесс излучения в этом случае будет разыгрываться 
на длине, превосходящей толщину мишени. Некоторые особен
ности этого процесса при излучении быстрыми электронами 
в тонком слое аморфного вещества были рассмотрены в § 26, 
где, в частности, было показано, что в рассматриваемом 
случае характер излучения изменяется, если угол рассеяния 

частицы мишенью g превысит характерный угол ее излучения 
е"'у-1. 

При прохождении быстрой заряженной частицы через 
кристалл, как отмечалось выше, средние значения углов ее 

рассеяния могут существенно отличаться от средних углов 

рассеяния в аморфной среде. Покажем, как этот эффект будет 
про являться при излучении в кристалле, и сравним основные 

характеристики излучения быстрых частиц в тонком слое 
аморфного и кристаллического веществ при lс» L [40, 41]. 
Эффектом отдачи при излучении мы здесь будем пренебрегать. 

При выполнении условия 'с» L спектральная плотность 
излучения ультрарелятивистского электрона в веществе как 

в аморфной, так и в кристаллической среде, в области малых 
частот определяется формулой (7.4). Входящий в эту формулу 
угол рассеяния частицы мишенью для разных частиц различен, 
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поэтому формула (7.4) должна быть усреднена по распределе
нию 1(3) вышедших из мишени частиц по утлам 

/d!ff)=fd23/(Э)d!ff(3). (55.1) \dro dro 

Для малых и больших по сравнению с у -2 значениях квадрата 
угла рассеяния 

з2= J d 2 Э3 2 1(3), 

согласно (8.6) и (8.7), имеем 

у 232 «1, 

у 23 2 »1. 

(55.2а) 

(55.2б) 

Формулы ---.r;5.2) показывают, что при малых и больших 

значениях у 232 характер излучения электрона в тонком слое 
вещества различен. Это различие обусловлено различием во 
взаимодействии «полуголого» электрона с атомами среды 
в пределах~лины когерентности в этих случаях (см. § 8). 
Так, при у 2 3 2 « 1 существенна интерференция волн, излучаемых 
электроном в направлениях начального и конечного движений. 
Вследствие интерференции эти волны в значительной степени 
подсокращают друг друга. При этом интенсивность резуль
тирующего поля пропорциональна углу рассеяния частицы 

мишенью 3, а интенсивность излу~ения пропорциональна 

квадрату этого угла 32. Если же у 2 32 » 1, то интерференция 
практически отсутствует, в результате чего интенсивность 

излучения практически не зависит от 3. 
Указанные закономерности являются общими, и не зависят 

от того, в какой среде происходит излучение, в аморфной 
или кристаллической. Требуется только, чтобы выполнялось 
условие /с» L. 

Если атомы в среде расположены хаотично (аморфная 
среда), то средний квадрат угла рассеяния частицы мишенью 
определяется формулой (20.11). Подставляя это выражение 
в (55.2), находим, что с логарифмической точностью*) 

(55.3а) 

(55.3б) 

*) Аналогичные формулы были получены в работе [42] на основе метода 
кинетического уравнения для функции распределения частиц в среде по 
координатам и скоростям. 
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Формулы (55.3) показывают, что при выполнении условий 
Ic»L»e 2 LR , в отличие от результатов Бете и Гейтлера (18.5) 
и Ландау и Померанчука (21.2), спектральная плотность' 
излучения практически не зависит от толщины миш~ни. Это 
означает, что при (»L»e 2LR интенсивность излучения прак
тически не зависит от числа со ударений частицы с атомами 
среды, т. е. в этом случае имеет место эффект подавления 
излучения. Отметим, что сущность эффекта Ландау - Померан
чука и эффекта подавления излучения в тонком слое вещества 
одинакова-эти эффекты возникают, если угол рассеяния 
частицы на длине когерентности превосходит характерный 
угол излучения релятивистской частицы. Условия же на 
толщину мишеней, при которых имеют место эти эффекты, 
различны, поэтому различны и спектральные плотности излуче

ния в тонком и в толстом слоях вещества. 

Рассмотрим теперь излучение при прохождении релятивистс
кого электрона через тонкий кристалл под малым углом 
\j! к одной из его кристаллических осей (ось z). Рассеяние 
частиц в этом случае, как показано в § 38, происходит 
в основном вдоль азимутального угла <р в плоскости, ор

тогональной оси z. Так как угол <р может принимать различные 
значения, то спектральная плотность излучения (7.4) должна 
быть усреднена по углам <р с функцией распределения I(<p, L): 

+п 

(~~\= f d<pJ(<p, L)d@"~:(~)), (55.4) 

где I(<p, L )--.9пределяется формулой (41.2). 
При y 2 3 2 «1, согласно (55.4) и (8.6), 

/d@") =2е2 y 2 32 (L), \doo с 3п 
(55.5) 

где 32 (L )-средний квадрат угла рассеяния частиц кристаллом 
(41.4). _ 

Если кроме условия у 2 32 « 1 выполняется неравенство 
\j!»\j!c, то в соответствии с (41.7), 

ос! ос! 

/ d@") = L 16e 2ndfdb (~fdX Ur(p)) 2 
\ doo с 37tm 1", db 

(55.6) 

О О 

Это выражение для спектральной плотности излучения 
совпадает с соответствующим результатом теории когерентного 

излучения быстрых электронов в кристалле в области малых 
частот. 

Формула (55.6) показывает, что с уменьшением \j! интен
сивность излучения быстро увеличивается. При \j!<\j!c, как 
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показано в § 41, средний квадрат угла рассеяния 32 (L) 
уменьшается с уменьшением Ф'. Поэтому в области малых 
частот интенсивность излучения (55.5) достигает максимальной 
величины при Ф'''''' Ф'С' 

Если же выполняется условие у 2 32 »1, то согласно (55.4) 
и (8.7) 

(55.7) 

Спектр излучения в кристалле в этом случае, как и в аморфной 
среде (см. формулу (55.3б», почти не зависит от толщины 
мишени. Таким образом, при многократном рассеянии частиц 
на цепочках атомов, так же как и при многократном рассеянии 

на атомах в аморфной среде, возможен эффект подавления 
излучения, но теперь-излучения когерентного. Заметим, что 
ПОСКОЛЬКL в широкой области углов Ф' выполняется условие 

з2 (L ) » 3~, то при прохождении электронов через кристалл 
могут быть созданы более благоприятные условия для ис
следования эффекта подавления излучения, чем при прохож
дении через аморфную среду. 

Заметим, что при выводе формулы (7.4) мы не учитывали 
переходное излучение. Это возможно, если о) » L 0);. Поэтому 
приведенными в этом параг~афе формулами можно пользовать
ся, если (» L и 0»> L о) р • 

Рассмотрим в качестве примера излучение электронов 
высокой энергии, проходящих через тонкий (L« 'с) кристалл 
кремния под углом Ф'=О,5 мрад к оси < 111> и через тонкий 
слой аналогичной аморфной мишени. На рис. 7.11 представлены 
результаты вычислений зависимости спектров излучения (55.4) 
и (55.1) от толщины мишени в рассматриваемых случаях 
кристалла и аморфной среды. 

Полученные результаты и условия их применимости показы
вают, что эффект подавления когерентного излучения 13 тонком 
кристалле должен про являться при более низких энергиях 
частиц Е, при меньших толщинах мишеней и в более широком 

Рис. 7.11. Влияние многократного рассеяния на 

излучение частиц ультравысокой энергии в тонком 

(L«Ц слое кристашшческого (1) и аморфного 
(2) вещества 
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интервале частот излученных фотонов, чем эффект подавления 
тормозного излучения в аморфной мишени. 

В заключение отметим, что аналогичный эффект должен 
иметь место и при про хождении ультрарелятивистских элек

тронов или позитронов через тонкий кристалл в условиях 

каналирования. В этом случае э,2 '" ф; и формулы (55.2), 
описывающие излучение в тонкой мишени ('с» L), сущест
венно отличаются от формулы (50.9), описывающей излучение 
каналированных частиц в толстой мишени, когда L» 'С' 
Действительно, в последнем случае спектр излучения в области 
малых частиц зависит линейно от L и ro (fff' ~ Lro), тогда 

как при lc» L и у2э,2» 1 такие зависимости отсутствуют. 



г ЛА ВА 8 

ВЛИЯНИЕ НЕОДНОРОДНОСТИ ПОТЕНЦИАЛА 

РЕШЕТКИ НА ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ БЫСТРЫХ ЧАСТИЦ 
С КРИСТАЛЛОМ 

§ 56. Учет столкновеннй падающей частнцы 
с отдельными атомами решетки 

В предыдущих главах исследовалось движение и излучение 
быстрых заряженных частиц в поле непрерывного потенциала 
кристаллических осей и плоскостей. Потенциальная энергия 
взаимодействия частицы с совокупностью атомов, образующих 
кристаллическую решетку, при этом заменялись потенциальной 
энергией, усредненной по координате кристаллической оси или 
плоскости, вблизи которой происходит движение. Таким об
разом, мы отвлекались от дискретности в структуре решетки 

и не учитывали влияние на взаимодействие частицы с кристал
лом отклонения потенциала относительно своего среднего 

значения. Такой подход справедлив, если изменение прицель
ного параметра между последовательными соударениями части

цы с атомами решетки мало по сравнению с прицельным 

параметром. При этом траектория частицы плавно изменяется 
с глубиной проникновения в кристалл и для ее нахождения 
в первом приближении можно пренебречь неоднородностью 
потенциала кристалла вдоль оси или плоскости, вблизи которой 
движется частица. 

Однако влияние неоднородности потенциала решетки на 
взаимодействие частицы с кристаллом может быть существен
ным в ряде процессов, сопровождающих прохождение частицы 

через кристалл. Например, оно определяет некогерентное 
рассеяние и излучение частиц в кристалле, а также существенно 

при рассмотрении кинетики пучка частиц в кристалле. Влияние 
неоднородности потенциала решетки на движение чаСТИЦЬJ 

приводит в ряде случаев к значительным изменениям интег

ралов движения, определяющих траекторию частицы в поле 

кристаллических осей или плоскостей. Кроме того, неоднород
ность потенциала является сама по себе источником допол
нительной стохастизации движения частицы в кристалле, 
приводящей к нарушению устойчивости ее движения в поле 
непрерывного потенциала кристаллических осей и плоскостей. 

В настоящей главе рассмотрим некоторые аспекты влияния 
неоднородности потенциала решетки на движение и излучение 

быстрых частиц в кристаллах, обратив главное внимание на 
уточнение условий применимости приближения непрерывного 
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потенциала кристаллических осей и плоскостей для описания 
взаимодействия частицы с кристаллом. 

Неоднородность потенциала кристаллической решетки мо
жет быть связана с тепловым разбросом положений атомов 
в кристалле относительно равновесных положений, с наличием 
примесей и различных дефектов кристаллической решетки. 
Кроме того, на движение частицы в кристалле может оказать 
влияние и ее взаи~юдействие с электронной подсистемой 
решетки. В совершенных кристаллах в ряде случаев (см. ниже) 
средние значения углов многократного рассеяния частицы на 

тепловых колебаниях атомов значительно (в Z раз) превосходят 
средние значения углов многократного рассеяния на элект

ронной подсистеме решетки, поэтому мы остановимся вначале 
на изучении влияния теплового разброса атомов решетки на 
движение быстрой частицы в кристалле. Анализ этого процесса 
мы проведем в так называемой модели бинарных столкновений, 
в которой полный угол рассеяния частицы в кристалле 
представляет собой сумму малых углов рассеяния, получаемых 
при столкновении с каждым атомом решетки: 

(56.1 ) 
n 

При классическом рассмотрении величина З N определяется 
соотношением 

+00 

зn = -~ddp f dzu(r(t)-rn ), (56.2) 

где u (r(t)-rn)-потенциальная энергия взаимодействия части
цы с атомом, находящимся в точке rn , и р-прицельный 
параметр. Характерные значения углов рассеяния быстрой. 
частицы в поле атома малы по сравнению с единицей: 
3 '" 2Ze 2 j Ер «1, поэтому входящую в (56.2) траекторию 
rft) можно считать близкой к прямолинейной: 

r(t),;;;p(tn}+vt, 
где (n - момент времени, когда произошло столкновение, и, 

следовательно, 

(56.3) 

-00 

Положения атомов в решетке вследствие термодинамичес
ких флюктуаций имеют некоторый разброс un относительно 
своих равновесных положений r~: 

(56.4) . 
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поэтому полный угол рассеяния частицы в кристалле (56.1) 
представляет собой случайную величину, определяемую случай
ными значениями величин Оn. 

Определение распределения вышедших из кристалла частиц 
по углам Э в общем случае представляет собой довольно 
сложную задачу ввиду того, что движущаяся в кристалле 

частица наряду с регулярным воздействием поля решетки на 
траекторию испытывает также случайные отклонения, причем 
последние в некоторых случаях могут оказывать значительное 

влияние на траекторию. Поэтому при изучении движения 
быстрых частиц в кристалле особое значение приобретает 
метод машинного моделирования движения частицы в поле 

кристаллической решетки. 
Мы приведем здесь результаты численного расчета на 

ЭВМ угловых распределений рассеянных частиц при падении 
пучка под малыми углами к одной из кристаллических осей, 
полученные на основе методы бинарных столкновений [1 ]. 
Вычисления проводились по формуле (56.1). В качестве потен
циала взаимодействия частицы с атомом использовался стан
дартный потенциал Линдхарда [2]: 

u(r)= Z;2 (1- Jr 2:3R2). (56.5) 

(Среднее значение этой функции по координате z представляет 
собой непрерывный потенциал цепочки атомов (35.16), пред
ложенный Линдхардом.) Тепловые колебания атомов решетки 
учитывались с помощью генератора случайных чисел. Рас
пределение положений атомов в решетке предполагал ось 
гауссовым со средним квадратом смещения каждого атома 

вдоль одной из осей равным u 2. Взаимодействием с элект
ронной подсистемой решетки пренебрегалось. 

На рис. 8.1 представлены результаты вычислений угловых 
распределений рассеянных кристаллом частиц в зависимости 
от угла их падения по отношению к кристаллической оси, 
толщины кристалла и знака заряда частицы. Вычисления 
проводились для пучков протонов и 1t--мезонов с энергией 
15 ГэВ, падающих на кристалл германия под малыми углами 
к оси < 110). Значение толщин мишени (в микрометрах), для 
которых проводились вычисления, обозначены в верхних частях 
рисунков. Жирные точки соответствуют значениям углов 
падения пучка на кристалл; крестики - направлению на ось 

< 110). По оси ординат и абсцисс отложены углы рассеяния 
вдоль осей у и х в поперечной плоскости. Точки изображают 
результаты численного моделирования, соответствующие од

нократному прохождению частицы через кристалл. 

Приведенные рисунки показывают, что рассеяние частиц 
в рассматриваемом случае происходит, в основном, вдоль 

азимутального угла <р в поперечной плоскости. Связано это 

237 



"9t 2 

О 

2 

tJ 

2 

О 

2 

О 

"ct 3 

О 

3 
8 

3 

О 

3 

О 

1 О 

1 

:\ . -
::::: 

2 

1 

1 О 1 

20 

~ . 
• :!" 

+ 'ri 
jЧ:' 

с' 

+ 

о 2 

20 

3 О 3 

·WI 
1 О 1 

76 

, о 1 

2 

+ 

+ 

о 

о 2 

,,4 

~: -,' 

)!i;;"':~ 

}~::: 
... :.,;~: .. 

":':"-.=:: .. 

3 

2 

+ 

о 

1 ~ 1 
150 a:~ 

о ~~ 
190 х 

.: ..... 

te-

п-

. ~-~.~,,!~.:.?: 
.:",~;;,_. р 

rr,-

Рис. 8.1. Результаты численного моделирования угловых распределений рассеиваемых 

кристаллом германия протонов р и л-мезонов при падении частиц под различными 

углами 1jI, равными: 1jI, (а); 21j1, (6) и 31j1, (8), К оси (11О) 
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с тем, что рассеяние в этом направлении происходит более 
интенсивно, чем в радиальном направлении. Отметим, что 
при \jJ=\jJc для протонов, начиная уже с толщины L= 10 мкм, 
устанавливается равнораспределение частиц по азимутальному 

углу q> (см. формулу (41.10», и такое распределение сохраняется 
вплоть до весьма больших толщин. 

Рассеяние в радиальном направлении обусловлено много
кратным рассеянием частиц на тепловых колебаниях атомов 
решетки. Приведенные рисунки показывают, что для 1t-

мезонов это рассеяние оказывается более значительным, чем 
для протонов. Особенно ярко это различие про является 
в случае, когда \jJ = \jJc. Причина такого различия в том, что 
при таких значениях углов падения \jJ протоны не могут 
подходить на близкие расстояния к атомам решетки, где 
флюктуации потенциала, связанные с тепловыми колебаниями, 
значительны и, следовательно, для протонов многократное 

рассеяние подавлено по сравнению с 1t - -мезонами. Последние 
же при всех значениях углов падения могут подходить на 

близкие расстояния к оси цепочки. С ростом толщины мишени 
расширение пучка в радиальном направлении увеличивается. 

Заметим, что отрицательно заряженные частицы имеют пре
имущественное рассеяние в радиальном направлении в область 
малых значений углов \jJ. При этом начиная снекоторой 
толщины мишени устанавливается симметричное распределение 

частиц по углам рассеяния с осью симметрии вдоль оси 

цепочки, причем в области углов вылета частиц из кристалла, 
меньших \jJc' имеется тенденция к равнораспределению частиц 
по углам (см. рис. 8.1, а, соответствующий L = 114 мкм). 

Обратим внимание также на то, что в области углов 
падения \jJ = \jJ с И толщин, для которых средние углы рассеяния 
в радиальном направлении малы по сравнению со средними 

углами рассеяния в азимутальном направлении, рассеяние 

протонов вдоль угла q> происходит более интенсивно, чем 
1t--мезонов. Этот результат согласуется с соответствующим 
результатом, полученным в § 41 без учета влияния тепловых 
колебаний атомов на рассеяние. В области же углов \jJ ~ 3\jJc 
это соотношение между углами рассеяния меняется (см. 
рис. 8.1, в, L=20 и 114 мкм). А именно, средние значения 
углов рассеяния протонов в этом случае оказываются мень

шими средних углов рассеяния 1t- -мезонов. Причина этого 
в том, что при \jJ ~ 3\jJc на движение положительно заряженных 
частиц может оказать влияние периодичность расположения 

цепочек атомов в кристалле. 

Действительно, для отрицательно заряженных частиц, как 
показывают сечения Пуанкаре (рис. 5.17), явление динамичес
кого хаоса имеет место практически для всех начальных 

условий в широком интервале углов \jJ и, следовательно, 
модель случайных столкновений частицы с цепочками атомов, 
использованная в § 41, для этих частиц справедлива в широком 
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интервале углов ф. Для положительно же заряженных частиц 
ситуация оказывается иной. Уже начиная с Ф "" фс довольно 
значительная часть фазового пространства (см. рис. 5.17) 
соответствует регулярному движению, причем с ростом Ф эта 
область быстро увеличивается. Таким образом, в случае протонов 
периодичность расположения цепочек атомов в поперечной 
плоскости может оказать влияние на движение частицы в кристалле. 

§ 57. Среднее значение квадрата угла многократного рассеяния 
быстрой частицы в кристалле 

Важной величиной, определяющей процесс рассеяния быст
рой заряженной частицы в кристалле, является среднее значение 
квадрата угла многократного рассеяния. Эта величина опре
деляется как рассеянием частицы в поле непрерывного потен

циала кристаллических осей или плоскостей, вблизи которых 
происходит движение, так и рассеянием на различных несовер

шенствах решетки. Процесс рассеяния быстрых частиц в поле 
непрерывного потенциала кристаллических осей рассматривался 
в гл. 5. Исследуем теперь влияние на рассеяние неоднородности 
потенциала решетки. С этой целью определим среднее значение 
квадрата угла многократного рассеяния быстрых частиц в ори
ентированном по пучку кристалле с учетом влияния тепловых 

колебаний атомов на рассеяние. Рассеянием на электронной 
подсистеме решетки мы здесь пренебрегаем. 

Используя формулу (56.1), запишем квадрат угла рассеяния 
частицы в кристалле в виде 

(57.1) 

где 3n -угол рассеяния при столкновении с n-м атомом решетки, 
3n «1. Эта формула должна быть усреднена по тепловому 
разбросу положений атомов в решетке и по различным 
траекториям частицы в кристалле. В предыдущем параграфе 
такое усреднение проводилось путем численного моделирования 

движения частицы в кристалле. В некоторых случаях, однако, 
нахождение среднего значения величины (57.l) может быть 
проведено аналитическими методами. Как будет показано далее, 
при надбарьерном движении быстрых частиц в кристалле вдоль 
одной из кристаллических осей среднее значение квадрата угла 
многократного рассеяния определяется формулой [3]: 

(Э2 )=(Э2 >с+(Э2 )n, (57.2) 
где (32 >с-среднее значение квадрата угла многократного 
рассеяния частицы в поле непрерывного потенциала цепочек 

атомов (41.4), а (32 >n -среднее значение квадрата угла 
некогерентного рассеяния: 

00 

(3 2 )n=2nLn S pdpA(p). (57.3) 
р' 
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В последней формуле для отрицательно заряженных частиц 
(и для положительно заряженных частиц при E.L > И.(О» 
величина р' равна нулю, а для положительно заряженных 
частиц с E.L < И.(О) она находится из соотношения E.L = И.(Р·). 
Величина А (Р) определяется формулой 

А(Р)=(2Л)~Е2 f d 2gd 2g'gg'B(g)B(g') {ехр [ _~U2(g_g')2J-

-ехр [ - ~ и 2 (g2+ g'2 )J}, (57.4) 

где и 2 -среднее значение квадрата тепловых колебаний атомов 
в решетке, 

B(g)=e-gРИg.L' Иg.L =J dzd 2 pe igP u(p, z), 

u (р, z) - потенциальная энергия взаимодействия частицы 
с атомом решетки. 

Первое слагаемое в (57.2) определяет рассеяние частицы 
в поле непрерывного потенциала цепочек атомов кристалла, 

второе слагаемое - некогерентное рассеяние на тепловых ко

лебаниях атомов. 
Для электронов (и для позитронов при E.L > И.(О» величина 

< 32 >" не зависит от значения угла '" падения частиц на 
кристалл по отношению к кристаллографической оси и со
впадает с соответствующим результатом теории рассеяния 

при "'» "'С, когда поле решетки слабо возмущает движение 
частицы: 

(57.5) 

Мы видим, что < 32 >" только фактором Дебая - Валлера 
отличается от соответствующего выражения для аморфной 
среды*. При комнатной температуре эта величина оказывается 
несколько меньшей (на 5+20% -в зависимости от тем
пературы кристалла) от соответствующей величины для аморф
ной среды. 

Для позитронов при E.L < И.(О), согласно (57.3), значение 
< 32 >" быстро уменьшается с уменьшением "'. Связано это 
с тем, что при E.L < И. (О) надбарьерные позитроны не подходят 
на близкие расстояния к оси цепочки, где велики флюктуации 
потенциала решетки и, следовательно, при таких значениях 

поперечных энергий многократное рассеяние позитронов на 
тепловых колебаниях атомов решетки оказывается подав
ленным. 

* Аналогичный результат был получен в работе (4] при изучении 
многократного рассеяния быстрых частиц в кристалле при движении вблизи 
кристаллографи:ческих плоскостей шщ углами, значительно превосходящими 
критический угол плоскостного каналирования. 
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Величина же < 92 )с, как показано в § 41, существенно 
зависит от угла \jI, причем в широком интервале этих углов 
она значительно превосходит средний квадрат угла некогерент
ного рассеяния частицы в кристалле. Это, однако, не означает, 
что вторым слагаемым в (57.2) всегда можно пренебречь по 
сравнению с первым. Слагаемое < 92 ) с связано с рассеянием 
частицы в поле непрерывного потенциала цепочек атомов 

кристалла. Но в таком поле сохраняется энергия поперечного 
движения, что приводит в свою очередь к тому, что рассеяние 

возможно только вдоль азимутального угла <р. Слагаемое же <92 >n определяет. изменение энергии 1':1- и, в частности, оно 
определяет уширение распределения рассеянных частиц в ради

альном направлении. 

Приведем теперь вывод формулы (57.2). При достаточно 
высоких энергиях, как показано в § 35, траектория частицы, 
движущейся в кристалле под малым углом к одной из 
кристаллических осей, определяется, в основном, непрерывным 
потенциалом цепочек атомов кристалла (35.3). При этом 
отклонение потенциала решетки от своего среднего значения 

оU= U(r)- U(р) (57.6) 
будет определять флюктуации траектории частицы в кристалле 
относительно траектории в поле И (р). Если эти флюктуации 
малы, то при нахождении среднего значения величины (57.1) 
может быть выполнено разложение по 8 U. В первом приближе
нии такого разложения входящая в (57.1) траектория частицы 
будет определяться только непрерывным потенциалом кристал
лических осей. 

Подставляя соотношения (56.3) и (56.4) в (57.1) и используя 
фурье-разложение потенциальной энергии u (г), запишем квад
рат угла рассеяния в виде 

92=(2П)~Е2 I f d2gd2g'gg'Bn(g)Bk(g')exp(igun-ig'Uk)' (57.7) 

n,k 
Здесь 

Bn(g)= Uge-ig(p(t.)-P:J, 

р (t ) - траектория частицы в поле непрерывного потенциала 
цепочек атомов кристалла и p~ - положения цепочек атомов 
в плоскости (х, у). 

Предполагая для простоты, что распределение атомов 
в решетке по оn имеет гауссов вид со средним квадратом 

смещения каждого атома равным и 2 , приходим к следующей 
формуле для среднего значения квадрата угла рассеяния: 

(57.8) 

n,k 
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В результате интегрирования по переменным О; находим, что 

(57.9) 

n n 

где 

А(р)= (2п;4Е2 f d2gd2g'g·g'Bn(g)B~(g')x 

х {ехр [ -~ и 2 (g_g')2 J-exp [ _~ и 2 (g2+ g'2 )J}> (57.10) 

d~расстояние между атомами вдоль оси z и Ur(р)-непрерыв
ный потенциал отдельной цепочки атомов: 

Ur(P)=~fd2gBn(g)exp (_~g2U2). 
4п d 2 

В рассматриваемом случае, когда частица движется под малым 
углом \jJ к одной из кристаллических осей, интервал времени 
I1t= tn+ 1 - tn между последовательными соударения ми с ато
мами решетки равен d I v. На этом интервале времени изменение 
функции р (ln) ПО порядку величины определяется соотношением 

I1p=p(tn + 1 )-р(tn )=d·mах(\jJ, 3-1)' 
где 3-1 ~2Zе2IЕR-характерное значение угла рассеяния быст
рой частицы отдельным атомом. Таким образом, при малых 
\jJ и больших Е изменение величины I1р между последователь
ными соударениями с атомами решетки мало. При этом 
суммируемые в (57.9) функции плавно изменяются с ростом 
n и, следовательно, эти суммы могут быть заменены на 
соответствующие интегралы по времени. В результате такой 
замены формула (57.9) приобретает вид 

<3-2>=~f dtA(P(t))+lf dtpl: (57.11) 

где р-ускорение частицы в поле непрерывного потенциала 
совокупности цепочек атомов кристалла (35.3). 

Учитывая, что 

где Эr-угол рассеяния при столкновении с г-й цепочкой 
атомов, находим, что 

(57.12) 

r, r' 
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Формула (57.12) еще должна быть усреднена по различным 
траекториям частиц. В общем виде такое усреднение выполнить 
затруднительно ввиду того, что движение частицы в кристалле 

может быть как регулярным, так и хаотическим. Рассмотрим 
поэтому некоторые предельные случаи формулы (57.12). 

Если среднее поле решетки и (р) слабо возмущает движение 
частицы, то траектория в поперечной плоскости в первом 
приближении по потенциалу является прямолинейной: 

р(t)=Ро+ЧJtО1-' (57.13) 
где ро-точка влета, 01- -единичный вектор в плоскости 
(х, у), определяющий направление движения. Формула (57.12) 
в этом случае должна быть усреднена по точкам влета: 

< 32) = _1_ fd 2 ро < 32). (57.l4) 
LxLy 

Среднее значение величины < 32) при этом совпадает с соот
ветствующим результатом борновской теории рассеяния быст
рых частиц в кристалле (см. формулу (57.5». 

Разложение (57.13) справедливо, если ЧJ »ЧJС' При наруше
нии этого условия необходимо учитывать влияние на рассеяние 
отклонения траектории частицы от прямолинейной в поле 
непрерывного потенциала цепочек атомов. Движение в этом 
случае может быть как финитным, так и инфинитным по 
отношению к цепочкам атомов, параллельным оси z. В послед
нем случае частица последовательно сталкивается с различными 

цепочками атомов. При этом, если движение в поперечной 
плоскости является стохастическим (см. гл. 5), то эти сто
лкновения можно рассматривать как случайные. Процедура 
усреднения формулы (57.12) по различным траекториям в этом 
случае может быть выполнена аналитически. 

Действительно, для надбарьерных частиц, совершающих 
стохастическое движение в поперечной плоскости, среднее 
значение квадрата угла (57.12) определяется формулой 

< 32) = nбl (f d;.) < 32), (57.l5) 

где а - среднее расстояние между цепочками атомов, Ьn-
прицельный параметр n-й цепочки, Nr - число столкновений 
с цепочками. Величина (57.12) может быть записана в виде суммы 
двух слагаемых, соответствующих некогерентному и когерентному 

рассеянию частицы в кристалле (57.2). Первое из этих слагаемых 
представляет собой среднее значение величины Sdt A(p(t)): 

< 3 2 )n=Nr f d; f dt A(Pr(t)), (57.16) 

где р,(t)-траектория частицы в поле одной из цепочек атомов. 
Основной вклад в (57.l6) вносят малые значения р(р ;5R). 

В этой области значений р потенциал цепочки можно считать 
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цилиндрически-симметричным. Используя эту симметрию по
тенциала, можно перейти в (57.16) от интегрирования по 
времени к интегрированию по переменной р. Учитывая, что 
в рассматриваемом случае величина А (р,) зависит только от 
расстояния между частицей и осью цепочки I р, I и что 

Nr=Ln\jJad, получим после интегрирования в (57.16) по Ь фор
мулу (57.3). 

Определим теперь среднее значение второго слагаемого 
в (57.12) при стохастическом движении частицы в поперечной 
плоскости. Рассеяние частицы в поле непрерывного потенциала 
цепочки атомов, как показано в § 38, происходит только 
вдоль азимутального угла q> в поперечной плоскости, поэтому 
процедура усредненnя этого слагаемого должна распрост

раняться на углы <р, причем средние значения углов могут 

быть порядка единицы. 
Полный угол рассеяния частицы ЭN на N цепочках атомов 

кристалла связан с азимутальным углом рассеяния на этих 

цепочках соотношением 

(57.17) 

Учитывая, что q>N=<PN-l +<р Лr, где <р N-УГОЛ рассеяния на 

N-й цепочке, величина < Э2 > с может быть записана в виде 

< Э~ > = П (f d~.) 4 \jf2 sin 2 ~ ( q> ~ + <р 2 + ... + <р N ). 
n= 1 а 

Для < Э~ > теперь легко получить рекуррентное соотношение 
<Э~>=<Эi>+<З~-l> (1- ~~;). (57.18) 

где 

< Эi >=4",2 f ~ (sin ~ <р НЬ )У. 
Решение (57.18) имее't IШД 

<Э~>=2",2 {]-(1- ~~; )N}. (57.]9) 

При < эi > «2",2 й N» 1 это соотношение переходит 
в формулу (41.4). 

§ 58. Процессы, Свя3аRИЫе с малыми прицельнblМИ параметрами 

При падении пучка заряженных частиц на кристалл под 
углом '" к одной из кристаллических осей, меньшим критичес
кого угла осевого каналирования, происходит перераспределе

ние плотности потока частnц в кристалле по прицельным 
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параметрам. В результате такого перераспределения потока 
эффективность взаимодействия частиц с атомами решетки 
изменяется по сравнению со случаем разориентированного 

кристалла, в котором взаимодействие частиц с атомами 
происходит, как в аморфной среде. Так, для положительно 
заряженных частиц при \jt < \jt с значительная часть частиц пучка 
не может подойти на близкие расстояния к ядрам атомов 
решетки, что приводит к уменьшению эффективности взаимо
действия пучка с ядрами атомов решетки. 

Для отрицательно заряженных частиц при \jt < \jt с наряду 
с инфинитным (надбарьерным) возможно их финитное (кана
лированное) движение в поле цепочек атомов кристалла. 
Каналированная частица в этом случае может чаще подходить 
на близкие расстояния к оси цепочки и при прохождении 
через область расположения ядер атомов решетки больше 
времени проводит в этой области, чем надбарьерная частица. 
По этой причине при каналировании отрицательно заряженных 
частиц эффективность их взаимодействия с атомами решетки 
должна быть выше, чем при надбарьерном движении. С тем 
чтобы показать это, рассмотрим ориентационную зависимость 
выхода неупругих процессов, связанных с малыми прицельными 

параметрами, таких как электроядерные реакции [5, б]. Для 
простоты будем считать, что толщина кристалла достаточно 
мала, а энергия частиц достаточно велика, так что перерас

пределение частиц в пучке по поперечным энергиям при 

движении в кристалле отсутствует. 

Рассмотрим вначале ориентационную зависимость выхода 
электроядерных реакций при прохождении релятивистских эле
ктронов и позитронов через кристалл под углом \jt '" \jt с К одной 
из кристаллических осей в условиях надбарьерного движения. 

В рассматриваемой области углов \jt столкновения над
барьерной частицы с различными цепочками атомов можно 
считать случайными. При этом выход интересующего нас 
процесса In в кристалле может быть связан с выходом этого 
процесса в аморфной среде Ia = N оп (J соотношением 

+0') +0') 

In=Iav, f db f dt W(Pr(t)), (58.1) 
-00 -ОС) 

где Nо-число атомов в среде, (J-сечение реакции, p,(t) 
- траектория частицы в поле непрерывного потенциала цепочки 

атомов и W (Р) - вероятность нахождения ядра атома на 
расстоянии Р от оси цепочки: 

(58.2) 

Действительно, пусть на цепочку атомов длины L под 
углом V, к ее оси падает поток частиц с единичной плотностью 
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(см. рис. 5.11), так что в единицу времени через единицу 
поверхности, перпендикулярной пучку, проходит одна частица. 
Тогда выход интересующего нас процесса в единицу времени 
будет определяться соотношением 

+00 +00 

J=Lф J db J dtvcrn(p(t)), (58.3) 
-ею -00 

где n(р)-плотность атомов на расстоянии р от цепочки. 
При движении в кристалле надбарьерной частицы величина 
J должна быть умножена на число цепочек атомов в поперечной 
плоскости N r • При этом плотность атомов n(р) может быть 
записана в виде 

где n1. -плотность цепочек атомов в поперечной плоскости. 
Подставляя это соотношение в (58.3) и учитывая, что величина 
nNr /n1. представляет собой полное число атомов в кристалле, 
приходим к формуле (58.1). 

Используя уравнение движения (35.7), можно перейти 
в (58.1) от интегрирования по времени к интегрированию по 
переменной р. При этом 

+ 00 + <Ю dp 
In=lа2ф J db J ~w(p). 

- CJO Ро Р 
(58.4) 

Записав это соотношение в виде 

ln =2фlа J db J d.p w(p) е (1- U,(р) _ ь:), 
- 00 о р €.l Р 

(58.5) 

изменим порядок интегрирования в (58.5). В результате после 
интегрирования по Ь находим, что для электронов 

а для позитронов 

00 

р' 

где р* определяется из соотношения Е1. = Ur(p*) при 

Е1. < Ur(O) И р* =0 при Е1. > Ur(O). 

(58.6) 

(58.7) 

При выводе формул (58.6) и (58.7) предполагалось, что 
распределение падающих на цепочку частиц по прицельным 

параметрам является равномерным и что потенциал цепочки 

обладает цилиндрической симметрией. Эти требования выпол
няются, если энергия поперечного движения /81./ не очень 
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мала. А именио, требуется, чтобы Е l была велика по cpa~He-1 
нию со значением потенциальной энергии и(р) в седловых 'j 
точках. ' 

Таким образом, для надбарьерных электронов выход ин
тересующего нас процесса в кристалле и в аморфной среде 
одинаков *). Для позитронов величины 1: и lа различаются 
только при ЧF~ЧFс> причем в этой области углов l,~ <la. 
Такая зависимость 1: от \jJ обусловлена тем, что при \jJ < \jJ с 
позитроны не подходят на близкие расстояния к оси цепочки, 
где плотность атомов решетки максимальна. 

Рассмотрим теперь ориентационную зависимость выхо
да 1 - ядерных реакций из кристалла при падении пуч
ка электронов под углом ЧF:5 \jJ с к одной из кристалли
ческих осей. В этом случае часть частиц падающего пуч
ка при входе в кристалл захватывается в режим осевого 

каналирования. При этом величина 1 - может быть пред
ставлена в виде суммы вкладов в процесс, связанных с 

надбаръерными 1;; и с каналированными 1 с- частица
ми: 

(58.8) 

Для надбарьерных электронов, согласно (58.6), выход 
ядерных реакций не зависит от угла, поэтому величина 
1;; будет определяться долей частиц, совершающих надбарьер
ное движение, 

1;; =la [1-Ф(\jJ)], (58.9) 

где ф(\jJ)-доля частиц, захваченных в канал (38.1). 
Для каналированных частиц 

т 

Ic=NrS d2 poNT Sdtcrn(p(t)), (58.10) 
о 

где Nт-число колебаний электрона в канале, ро-точка 
влета и Т= Т(Ро, \jJ)-период колебания. Интегрирование по 
Ро в (58.10) ведется в пределах элементарной ячейки в попереч
ной плоскости, для которых при заданном \jJ имеет место 
осевое каналирование частиц. Учитывая, что NT=L/T, при
ходим к следующей окончательной формуле для 1 -: 

(58.11) 

о 

*) В работе [7 ] было обращено внимание на особую роль надбарьерных 
состояний во взаимодействии электронов с ядрами атомов рещетки (ядерных 
реакций) при движении частиц в кристалле вдоль кристаллических плоскостей 
и показано, что выход ядерных реакций в этом случае может быть существенно 
меньше выхода реакций при движении частиц в аморфной среде. 
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Формула (58.11) показывает, что при ф;:5фс вклад в [
наряду с надбарьерными дают каналированные частицы, тра-

еКТОРИИ которых проходят через область Р;:5#. Оценим 
вклад в 1 -каналированных частиц в простейшем случае, когда *-0. В этом случае все каналированные электроны проходят 
через область расположения ядер атомов решетки. При этом 
основной вклад в интеграл по времени в (58.11) дают значения 
ь't'"V4#/Фс' Период колебаний каналированных частиц по 
порядку величины равен Т",2ajф, где а-среднее расстояние 
между цепочками атомов; область интегрирования по 
РО порядка nа 2 /8, поэтому по порядку величины 

/- I[ "'~~. (58.12) 
а 8# 

Таким образом, при ф~О выход ядерных реакций в кристал
ле должен быть значительно больше выхода реакций в аморф
ной среде, причем с уменьшением 

'1 . 
температуры кристалла величина 

/- растет. 

На рис. 8.2 представлены ре
зультаты вычислений зависимости 
11 (ф ) = 1 - ! lа в случае, когда элект
роны падают на кристалл кремния 1О 
под малым углом'" к оси (111). 

Полученные результаты пока
зывают, что зависимости величи- 5 
ны 11 от Ф для надбарьерных 
и каналированных частиц сущест- . 1 ._._._~. =-__ _ 
венно различаются, поэтому экс- О 

периментальное исследование ори

ентационной зависимости выхода 
ядерных реакций в кристалле мо
жет дать информацию о динамике 
в конкретном кристалле различ

ных групп частиц. 

Формула (58.11) справедлива 
и при исследовании ориентацион

ных зависимостей выхода ряда 

0,5 1,0 111ft: 
Рис. 8.2. Ориентационные заВИСIiМО-
CТIi выхода ядерных реакций при 

падении пучка электронов на кри-

стапл кремния под малыми углами 

к оси <I 11 >. Сплошная Пliния соот
ветствует температуре кристалла 

Т=293 К; ШТРliховая-О К; штрих

пункТliРная - вклад в т1 надбарьер-
ных частиц 

других процессов, обусловленных малыми прицельными па
раметрами (ионизация низколежащих оболочек атомов, рас
сеяние на большие углы и др.), с той лишь разницей, что 
в этих случаях функция w (р) должна иметь другой ~ид. 

~иведенные выше формулы справедливы, если З 2 «ф ; , 
где З 2 -средний квадрат угла рассеяния частиц на тепловых 
колебаниях атомов решетки. Так как З 2 ",Е- 2 , а ф;-Е-l, 

то при достаточно больших Е условие З 2 « "'; всегда может 
быть выполнено. 
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§ 59. Флюктуации интеграла эиергии поперечного движения 

Характер движения быстрой заряженной частицы в поле 
непрерывного потенциала кристаллических осей или плоскостей 
определяется интегралом энергии поперечного движения e-L. 
При значениях e-L, меныпих величины потенциальной энергии 
в седловых точках, движение частицы в кристалле в поперечной 
плоскости будет финитным по отношению к кристаллог
рафической оси, вблизи которой происходит движение. При 
нарушении этого условия движение в поперечной плоскости 
будет инфинитным. 

Вследствие рассеяния на неоднородностях потенциала 
решетки происходит изменение интеграла энергии попереч

ного движения и других интегралов движения, определя

ющих траекторию частицы в кристалле. Если этот процесс 
развивается медленно с глубиной проникновения частиц 
в кристалл, то его описание может быть проведено на 
основе адиабатического приближения. Последнее требование, 
однако, выполняется далеко не всегда [8]. Ниже будет 
показано, что в широком интервале энергий частиц при 
прохождении каналированного электрона через область рас
положения ядер атомов решетки имеют место значительные 

флюктуации интеграла энергии поперечного движения. Что
бы разъяснить это, определим изменение энергии попереч
ного движения ультрарелятивистского электрона, движущего

ся в кристалле в условиях плоскостного каналирования, 

после однократного его прохождения через область рас
положения ядер атомов решетки, пользуясь при этом клас

сической механикой [8, 9]. 
Траектория электрона в поле непрерывного потенциала 

кристаллических плоскостей Uр(Х) вдоль оси Х, ортогональной 
этим плоскостям, определяется уравнением (40.5). Интеграл 
движения этого уравнения представляет собой энергию попереч
ного движения 

1 ·2 ( ) e-L=-Ex +Uр х. 
2 

(59.1) 

При финитном движении (e-L <О) в поле Uр(Х) траектория 
электрона ограничена значениями координаты I х 1::::; I x~ где 
хт определяется из условия E-L=Uр(Хт ). Если Ixтl»VU2, то 
на болыпей части траектории электрона в канале флюктуации 
потенциала решетки относительно его среднего значения Uр(Х) 
не оказывают существенного влияния на траекторию (см. 
рис. 8.3). Эти флюктуации необходимо учитывать только на 
участке траектории, проходящем через область расположения 

ядер атомов решетки I х I ;;5 р. Вследствие флюктуаций потен
циала будет изменяться угол е между импульсом частицы 
и кристаллической плоскостью по сравнению со значением 

250 



Рис. 8.3. Многократное рассеяние электронов на тепловых колебаниях атомов решетки 

при движении частицы вдоль кристаллографической плоскости. Жирная линия-траек
тория частицы, штриховая - траектория без учета влияния тепловых колебаний 

угла 8 в случае, когда флюктуации отсутствуют. В последнем 
случае, согласно (59.1), 

(59.2) 

где 8 с =J2Ио / Е и ИО = 1 Ир 1 тах' 
Используя (59.2), легко определить связь между изменением 

угла 8 и изменением энергии поперечного движения 1>.1' Если 
эти изменения малы, то 

!
OE.L!=210el J1H.L/Uo. 
E.L ее IE.LI/Uo 

(59.3) 

Эта формула связывает флюктуации интеграла энергии 
поперечного движения с флюктуациями угла 8 между им
пульсом частицы и кристаллической плоскостью. Флюктуации 
могут иметь различное физическое происхождение. А именно, 
они могут быть обусловлены тепловыми колебаниями атомов 
решетки, неидеальностью решетки, связанной, в свою очередь, 
с наличием примесей, а также с тем, что ядра могут быть 
разными изотопами одного и того же элемента. Мы будем 
далее считать решетку идеальной и учитывать поэтому только 
наличие тепловых флюктуаций (в принципе имеется еще 
и рассеяние падающих электронов на электронной подсистеме 
решетки, которое мы здесь учитывать не будем). 

Формула (59.3) справедлива, если 1 OEl.l« 1 1>.11. Выясним, 
при каких условиях это неравенство выполняется. 

Среднее значение квадрата угла многократного рассеяния 
электрона на тепловых колебаниях атомов может быть оценено 
по формуле 

(08) 2 =~ ~~ ~я f dt aP(x(t)), 

1 (Х2 ) Р(х) =----=ехр - 2 ' 

~ 2и 

(59.4) 
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где Е;- = 4rт; . 137 . т 2, L R - радиационная длина и а - расстояние 
между плоскостями. Величина Р(Х) определяет распределение 
атомов в решетке вдоль оси х. Формула (59.4) отличается 
от соответствующей формулы (20.11) для аморфной среды 
только тем, что она учитывает перераспределение плотности 

атомов в кристалле вдоль траектории частицы по сравнению 

с распределением атомов в аморфной среде. 

Если Ixml»#, то траекторию частицы x(t) в (59.4) можно 
считать прямолинейной: x(t)::::::;8t. Подставляя это соотношение 
в (59.4), находим, что после однократного прохождения 
электрона через область расположения ядер атомов решетки 

(59.5) 

Используя (59.3) и (59.5), легко показать, что зависимость 
I fH; • .L / E.L I от энергии частицы Е определяется соотношением 

I O&:.L I ~ Е -1/4. (59.6) 

Рассмотрим в качестве примера движение электрона в кри
сталле кремния вдоль плоскости (110). При этом 

1 8&.L1::::::;~ (1 +&.LI ио) 1/4 [Е(ГэВ))]-1/4, (59.7) 
&.L 5 I &.L/uo I 

где Е (ГэВ)-энергия электрона. Формула (59.7) показывает, 
что условие I &E.L 1« I E.L I может быть выполнено только 
в области очень высоких энергий частиц. В области же 
энергий электронов порядка нескольких ГэВ, согласно (59.7), 
при E.L -1/2 ио имеем: OE.L "'E.L. ЭТО означает, что после 
прохождения частиц через область расположения ядер атомов 
решетки происходит значительное их перераспределение по 

поперечным энергиям. Иными словами, в этом случае тра
ектория электрона испытывает значительные изменения по 

сравнению с траекторией в поле ир(х). 
При E.L::::::; - ио даектория электрона x(t) расположена 

в области Ixl::5y и 2 • Ясно, что В этом случае вследствие 
многократного рассеяния быстро произойдет переход частицы 
из области E.L ::::::; - U о в область E.L» - U о, т. е. длительное 

движение электрона в области I х I ~ Р невозможно. 
Устойчивость траектории каналированного электрона ,по

вышается с ростом энергии частицы Е. Происходит это, 
однако, весьма медленно. 

Для надбарьерных частиц (E.L >0), согласно (59.7), при 
E.L> ио устойчивость траектории по отношению к многократ- .1 

ному рассеянию на тепловых колебаниях атомов решетки j 

повышается. j 
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Аналогичные результаты могут быть получены и в случае 
аксиального движения электрона в канале. Действительно, 
приведенные формулы могут быть непосредственно применены 
к этому случаю, если электрон проходит через область 
расположения ядер атомов в цепочке. При этом величину 
аР(х) в (59.4) следует заменить на а 2Р(р), где а-среднее 
расстояние между цепочками атомов и Р (р ) - вероятность 
нахождения ядра атома на расстоянии р от оси цепочки (см. 
формулу (58.2)). Подставляя (58.2) в (59.4), находим, что при 
Е1->-UО 

(~'1,)2",1 Е; ii ii (Y;';n) 
и'I' "'- 2 -- ехр --= , 

2 Е фLн 2тсР 2и 2 
(59.8) 

где Уmiп-минимальное расстояние между электроном и це

почкой. 
Формула (59.8) показывает, что при аксиальном каналирова

нии многократное рассеяние частиц на тепловых колебаниях 
атомов приводит к более интенсивному перераспределению 
по поперечным энергиям частиц, проходящих ~ез область 

расположения ядер атомов решетки (Ymin;$V и 2), чем при 
«планарном» движении частиц. 

Таким образом, в широком интервале энергий (Е порядка 
нескольких ГэВ) движение электронов в кристалле в условиях 
аксиального и планарного каналирования является весьма 

неустойчивым по отношению к многократному рассеянию 
частиц на тепловых колебаниях атомов решетки. Это обсто
ятельство необходимо учитывать при изучении многих физичес
ких процессов, сопровождающих прохождение электронов высо

ких энергий через кристаллы вдоль кристаллографических осей 
или плоскостей таких, например, как деканалирование и изуче
ние при каналировании. 

§ 60. Эффекты деканалирования н реканалнровання 

в настоящем параграфе мы обратим внимание на некоторые 
общие особенности процесса прохождения заряженных частиц 
высоких энергий через кристаллы с учетом влияния многократ
ного рассеяния на движение. При этом движение частиц 
в кристалле мы будем рассматривать в рамках классической 
механики, что оправдано, если энергии частиц достаточно 

велики. Кроме того, основное внимание мы обратим на 
случай прохождения через кристалл частиц с энергией порядка 
нескольких ГэВ, поскольку для частиц такой энергии флюк
туации траектории, связанные с многократным рассеянием, 

могут быть значительными (см. § 59). 
В поле непрерывного потенциала кристаллических осей 

и плоскостей сохраняется энергия поперечного движения 
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частицы, поэтому характер движения частицы в таком 

поле будет определяться начальными условиями. Вследствие 
многократного рассеяния на неоднородностях потенциала 

решетки, а также на электронной подсистеме кристалла, 
происходит изменение энергии поперечного движения. При 
этом возможны переходы из подбарьерных в надбарьерные 
состояния и наоборот. Первый из этих процессов носит 
название процесса деканалирования, второй - процесса ре
каналирования частиц. 

Если движущаяся в кристалле частица проходит через 

область расположения ядер атомов решетки, то, как отмечал ось 
выше, многократное рассеяние наиболее интенсивно происходит 
на тепловых колебаниях атомов решетки. При этом многократ
ное рассеяние проявляется по-разному для положительно 

и отрицательно заряженных частиц. Связано это с тем, что 
положительно заряженная частица испытывает действие случай
ной силы, обусловленной тепловым разбросом положений 
атомов в решетке, находясь в максимуме непрерывного 

потенциала кристаллической оси или плоскости, вблизи которой 
происходит движение. Многократное рассеяние в этом случае 
может привести к перераспределению частиц только между 

надбарьерными состояниями. В случае же отрицательно за
ряженной частицы многократное рассеяние на тепловых колеба
ниях атомов кристалла происходит в области, где непрерывный 
потенциал оси или плоскости минимален. При этом возможен 
переход частиц из надбарьерных состояний в подбарьерные 
и наоборот. 

Рассмотрим в качестве примера движение быстрого по
зитрона и электрона в поле непрерывного потенциала кри

сталлических плоскостей с учетом многократного рассеяния 
на тепловых колебаниях атомов. Энергия поперечного движения 
в поле непрерывного потенциала кристаллических плоскостей 
определяется соотношением (59.1). Существенные изменения 
этой величины будут иметь место при прохождении частицы 
через область расположения ядер атомов решетки, т. е. 

через области координаты х, в ~ которой I х - хn 1;:5 р, 
где хn-координата пересечения n-и плоскости с осью х. 

В этой области значений х соотношение (59.1) может 
быть записано в виде 

1 • 2 ( ) Е -L = - Ех + Uр о . 
2 

(60.1) 

Соотношение (60.1) фактически определяет значение скорости 
частицы х в области расположения ядер атомов решетки: 

х=± 
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Вследствие многократного рассеяния это значение скорости 
изменяется. При этом, как легко проверить, в случае позит
ронов при любом изменении величины i выполняется условие 

E.L~Up(O), 

при котором движение является надбарьерным. 
В случае же электронов в результате многократного 

рассеяния величина E.L может изменить знак, т. е. для 

таких частиц возможен захват из надбарьерных в подбарьерные 
состояния и переход из подбарьерных в надбарьерные со
стояния. 

Заметим, что при E.L < ир(о) позитроны не подходят на 
близкие расстояния к ядрам атомов решетки, поэтому мно
гократное рассеяние таких частиц на тепловых колебаниях 
атомов оказывается подавленным по сравнению со случаем, 

когда E.L> Ир(О). Основной вклад в изменение энергии попереч
ного движения в этом случае будет вносить многократное 
рассеяние на электронной подсистеме решетки. Средние углы 
многократного рассеяния частицы на электронах среды много 

меньше средних углов многократного рассеяния на тепловых 

колебаниях атомов, поэтому при E.L < Ир(О) движение позитрона 
в кристалле оказывается более устойчивым, чем при E.L> ир(о). 
Иными словами, при E.L < Ир(О) позитрон пройдет схщественно 
большее расстояние в кристалле (чем при E.L > Ир~О), прежде 
чем значительно изменится его поперечная энергия. Аналогич
ная картина имеет место и при прохождении позитронов 

через кристалл вдоль одной из кристаллических осей. 
Особый интерес представляет случай прохождения через 

кристалл вдоль одной из его осей ультрарелятивистских 
электронов, поскольку в этом случае существует три группы 

частиц, характер движения которых существенно различается. 

Это - каналированные электроны, траектории которых прохо
дят через область расположения ядер атомов решетки (частицы 
с малым значением момента количества движения М от
носительно оси цепочки), каналированные электроны, траек
тории которых не проходят через область расположения ядер 
атомов решетки (частицы с большим значением М), и над
барьерные частицы. 

Частицы первой группы значительно чаще, чем над
барьерные частицы, проходят через область расположения 
ядер атомов кристалла и больше времени проводят в этои 
области, поэтому такие частицы интенсивно рассеиваются 
и деканалируют . 

Многократное рассеяние частиц второй группы происходит, 
в основном, на электронной подсистеме решетки, поэтому 
может сложиться впечатление, что движение таких частиц 

является весьма устойчивым. В действительности, однако, 
оказывается, что это не так. Дело в том, что основная часть 
частиц данной группы имеет малые значения поперечной 
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энергии /::.1' и, следовательно, даже небольшие флюктуации 
величины 1::.1 могут перевести частицу из подбарьерного 
в надбарьерное состояние, а надбарьерные частицы, в свою 
очередь, уже могут проходить через область расположения 
ядер атомов решетки, в которой многократное рассеяние 
является значительным. Кроме того, электроны с малым 
значением 1::.1 движутся в области, где влияние на движение 
может оказать асимметрия непрерывного потенциала цепочки, 

благодаря чему возможны такие изменения траектории, при 
которых электрон будет проходить через область расположения 
ядер атомов решетки. К такому же эффекту приводит и учет 
влияния на траекторию каналированного электрона многократ

ного рассеяния на электронной подсистеме решетки (непо
средственное моделирование движения каналированного элек

трона с учетом этого фактора показывает, что, как правило, 
после нескольких колебаний электрона в канале он проходит 
через область расположения ядер атомов [10]). Таким образом, 
такое движение, при котором каналированный электрон не 
проходит через область расположения ядер атомов кристалла, 
оказывается неустойчивым по отношению к действию на 
частицу случайных сил, связанных с электронной подсистемой 
решетки и асимметрией непрерывного потенциала цепочки. 

Надбарьерные частицы вследствие многократного рассеяния 
на тепловых колебаниях атомов, а при 0<1::.1« ио и вследствие 
рассеяния на электронной подсистеме решетки могут частично 
переходить в подбарьерные состояния. Вероятность этого 
процесса, однако, оказывается меньше вероятности процесса 

деканалирования. Это означает, что начиная снекоторой 
толщины кристалла должно происходить накопление надбарьер
ных частиц, при котором доля частиц, находящихся в подбарьер
ном состоянии, будет мала. Имеющиеся экспериментальные 
данные по угловым распределениям рассеянных частиц [11], 
спектрам излучения [12], эмиссии вторичных электронов из 
кристаллов [13], выходу электроядерных реакций [14] и другие 
данные показывают, что для электронов с энергией порядка 
1 ГэВ, движущихся в кристалле кремния толщиной в несколько 
сотен микрон вдоль одной из кристаллографических осей, доля 
частиц, находящихся в подбарьерном состоянии, составляет 
менее 1%. В [1] было измерено угловое распределение 
1t - -мезонов с энергией 15 ГэВ, прошедших через кристалл 
германия толщиной 4,2 мм вдоль оси ОI0), и показано, что 
распределение вышедших из кристалла частиц имеет гауссов вид 

со средним квадратом угла рассеяния, близким к среднему 
квадрату угла рассеяния в разориентированном кристалле. Если 
пучок с таким начальным распределением направить на кристалл 

в обратном направлении, то, как легко проверить, в подбарьер
ные состояния будет захвачено около 1 % частиц, тогда как доля 
частиц, совершающих надбарьерное движение с 0</::.1::5 ио , будет 
составлять около 7% всех падающих на кристалл частиц. 
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Изложенные выше результаты носят качественный характер. 
Применительно к электронам эти результаты справедливы 
в широком интервале энергий частиц: от энергий порядка 
сотен МэВ до энергий порядка несколько десятков ГэВ. При 
больших энергиях повышается устойчивость движения частиц 
в кристалле по отношению к многократному рассеянию. При 
меньших энергиях становятся существенными квантовые эф
фекты во взаимодействии, благодаря которым также повыша
етСЯ устойчивость движения частиц [15]. 

§ 61. Деканалнрование как диффузия в случайной среде 

Многократное рассеяние быстрой заряженной частицы 
в аморфной среде описывается диффузионным уравнением 
(20.13) с постоянным коэффициентом диффузии q. Если движе
ние происходит в случайно неоднородной среде, то входящий 
в (20.13) коэффициент диффузии следует считать случайной 
величиной. Как правило, интерес представляет функция рас
пределения, усредненная по масштабам, превышающим харак
терные корреляционные масштабы коэффициента диффузии. 

Проведение процедуры усреднения показывает, что урав
нение для усредненной по флюктуациям коэффициента диф
фузии функции (1) наряду с традиционным диффузионным 

д 2 
членом <q) дэ 2 (1) содержит слагаемые более сложной 

структуры, связанные с высшими моментами <qk), k~2. 
В ряде случаев высшие моменты играют существенную роль, 
как это имеет место, например, в проблеме перемежаемости 
полей в случайных средах [16]. Ниже мы получим кинетическое 
уравнение, описывающее многократное рассеяние в случайно 
неоднородной среде, и покажем, что процесс деканалирования 
улътрарелятивистских электронов в кристалле может быть 
рассмотрен как диффузия в случайно неоднородной среде [17 J. 

При падении пучка электронов на кристалл вдоль одной 
из кристаллических осей (оси z) возможно явление каналирова
ния, при котором частицы движутся в каналах, образованных 
цепочками атомов, совершая движение типа «винтового» 

относительно оси канала. Характер движения такой частицы 
в канале определяется энергией поперечного движения Е 1-. 

Вследствие многократного рассеяния на тепловых колебаниях 
атомов* происходит перераспределение частиц между различ
ными состояниями поперечной энергии. При изучении этого 
процесса обычно предполагается, что движение частицы в ка
нале является периодическим и что процесс деканалирования 

развивается адиабатически с глубиной проникновения частиц 
в кристалл (см., например, [18 ]). В предыдущих параграфах, 

* Многократным рассеянием на электронной подсистеме кристалла мы 
здесь пренебрегаем. 
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однако, мы видели, что при аксиальном каналировании 

электронов возможно явление динамического хаоса, при ко

тором движение частицы в канале является хаотическим, и что 

в широком интервале энергий электронов при прохождении 
частиц через область расположения ядер атомов решетки 
имеют место значительные флюктуации интеграла энергии 
поперечного движения. В этой связи возникают вопросы о том, 
как учитывать эти факторы и как они отразятся на кинетике 
процесса деканалирования. 

Изменение энергии поперечного движения электронов проис
ходит, в основном, при их прохождении через область, 
линейный размер которой порядка амплитуды тепловых ко-

лебаний атомов в решетке р, тогда как на расстояниях 
от оси канала больших, чем р, величина E-L сохраняется. 
Таким образом, при каналировании электронов изменение 
поперечной энергии будет происходить только на небольших 

участках траектории (ширина канала намного больше р), 
проходящих через область тепловых колебаний атомов 

z 

Рис. 8.4. Движение каналированного электрона в кристалле кремния вдоль оси (110) 
в условиях динамического хаоса (а) и многократное рассеяние в случайно неоднородной 

среде (6) 

(рис. 8.4, а). При периодическом движении электроны либо 
вовсе не попадают в эту область, либо попадают в нее через 
равные промежутки времени, причем период определяется 

величиной E-L' При хаотическом движении электроны имеют 

возможность попасть в область '" р, причем интервалы 
времени между последовательными прохождениями данной 
области являются случайными. Следовательно, в случае ха
отического движения электрона в канале мы приходим к задаче 

о многократном рассеянии частицы в случайно неоднородной 
среде (см. рис. 8.4, б). 

В качестве простейшей модели рассеяния в случайно 
неоднородной среде рассмотрим многократное рассеяние при 
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прохождении частицы через набор пластинок одинаковой 
толщины д, разделенных вакуумными зазорами случайной 
величины. Стохастические свойства такой среды будем опи
сывать пуассоновским случайным процессом ~c'C)= D("C-"Ci), 

i 
g("C)=®("C) 8 (д-"С), где "Ci-момент влета частицы в i-ю 
пластинку и 8 ('"С) - ступенчатая функция Хевисайда; скорость 
частицы полагается равной единице. Величины "Ci распределены 
на интервале (О, t) так, что их число n подчинено закону 
Пуассона с параметром ii = v {, причем толщина пластинки 
Д и параметр v должны удовлетворять условию д« v -1, 

что отвечает невозможности проникновения одной пластинки 
вещества в другую. 

Стохастическое уравнение, описывающее эволюцию одной 
из двух независимых компонент угла рассеяния Э ("С) = (9 х ("С), 
9у ("С)), имеет вид 

.9("C)=Тl("C)~("C), (61.1) 

где 11 ("С)-белый шум, обусловливающий диффузионный харак
тер рассеяния частицы в каждой пластинке. 

Функция распределения частиц по углам 9 к моменту 
времени t определяется следующим образом: 

f(9, t)=<O(9-!d"С11("С)~("С)))'1'Р (61.2) 

где <"')'1.~ означает УСI?еднение по белому шуму и по 
реализациям процесса ~ ("С), причем порядок усреднений пере
ставим в силу статистической независимости этих процессов. 
Усреднение по белому шуму (. .. >Ч выполняется согласно 

правилам Вика со связью, задаваемой парным коррелятором 
<11 ("С) 11 ("C')=2Do("C-"С') [19], а усреднение по реализациям 
пуассоновского процесса определяется соотношением 

t t 

< ... )~= f v: e -vtfd"С 1 ···fd"Сn ... 
n=о n. 

О О 

Используя преобразование Фурье, получим после явного выпол
нения усреднения по белому шуму следующее выражение для 
фурье-компоненты fk(t)=Jd9f{9, t)exp{-ik9): 

t t 

h(t)=n~o~e-vt f d"C 1 ·•· f d'"CneXP[ -k2 D i'*=1 <Р(I'"СГ"Сj l )} (61.3) 
о о 

где <р ("С)=(д-"С)® (д-"С); n-кратный интеграл в этой формуле 
представляет собой конфигурационный интеграл одномерного 
газа частиц, взаимодействующих по закону <р ~'"C) И занимающих 
«объем» "С. В случае, когда расстояние между пластинками 

9* 259 



велико по сравнению с их толщиной (У д« 1), мы имеем 
дело с одномерным газом не взаимодействующих между собой 
частиц, находящихся в поле <р (о) = д. При этом функция 
распределения имеет вид 

Л9, t)=~ fdkеikЭ ехр [yt(e -kZD~_l)J. (61.4) 
2п 

Это распределение является негауссовым и удовлетворяет 
кинетическому уравнению типа линейного уравнения Больц
мана: 

~ 1(9, t) F.ы fd9' [1(9', t)-1(9, t)] ехр [ 
dt 47tDd 

(9'-9)2J. (61.5) 
4Dd 

Анализ формулы (61.4) показывает, что при yt» 1 функция 
распределения частиц по углам приобретает гауссов вид. При 
этом уравнение (61.5) переходит в традиционное диффузионное 
уравнение 

d 82 
dtl=Dуд 8921 (61.6) 

с усредненным коэффициентом диффузии, в (уд) раз меньшим, 
чем коэффициент диффузии в однородной среде (см. уравнение 
(20.13». 

Таким образом, только при у t» 1 многократное рассеяние 
частицы в наборе случайно отстоящих друг от друга пластинок 
можно считать гауссовым процессом. Кинетика в этом случае 
описывается диффузионным уравнением (61.6) с перерасп
ределенным по отношению к однородной среде коэффициентом 
диффузии. В противоположном случае, когда yt;:S 1, распределе
ние частиц по углам определяется формулой (61.4). 

Применительно к проблеме деканалирования ультрареля
тивистских электронов полученные выше результаты позволяют 

сделать следующие выводы. В случае стохастического движения 
электрона в канале процесс деканалирования может быть 
описан как диффузия в случайно неоднородной среде. Ста
тистическая структура такой диффузии имеет более сложный 
характер по сравнению с диффузией, определяемой уравнением 
типа (20.13). 

При однократном про хождении электрона через область 
тепловых колебаний атомов решетки флюктуация интеграла 

энергии поперечного движения (8E_J2 может превысить вели
чину 61, в результате чего электрон быстро покидает канал. 
Процесс деканалирования в этом случае развивается на ин
тервале времени t'" у - 1, на котором распределение частиц по 
углам отличается от гауссова. Такая ситуация имеет место, 
например, при каналировании электронов с энергией Е = 0,1 ГэВ 
в кристалле кремния вдоль оси (110). 
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С ростом энергии частицы Е величина (01::J2 уменьшается. 
При этом, если (OE-t)2"'ЕI, то электрон, прежде чем покинуть 
канал, пройдет несколько раз через область тепловых колебаний 
атомов. Условие адиабатичности процесса деканалирования 
в этом случае не выполняется; вместе с тем изучение этого 

процесса может быть проведено на основе уравнения диф
фузионного типа (61.4) с коэффициентом диффузии, усреднен
ным по реализациям стохастических траекторий частиц в ка
нале. Причем эти реализации определяются как динамической 
стохастизацией, так и флюктуациями интеграла энергии по
перечного движения. 

При (01::1.) 2« Е l процесс деканалирования развивается ади
абатически с глубиной проникновения частиц в кристалле. 
Этот процесс может быть описан на основе стандартного 
диффузионного уравнения с коэффициентом диффузии, усред
ненным по стохастическим траекториям, порождаемым ха

отической динамикой частиц в канале (флюктуациями интег-

рала энергии поперечного движения (01::1.)2 в этом случае 
можно пренебречь). 

§ 62. Учет влияння тепловых колебаний атомов 
на излучение двнжущейся в кристалле частицы 

При движении ультрарелятивистского электрона или позит
рона в кристалле под малым углом к одной из кристаллических 
осей или плоскостей, как мы видели в гл. 4, проявляются 
когерентные и интерференционные эффекты при излучении, 
благодаря которым спектральная плотность излучения содер
жит максимумы и высокую интенсивность излучения в мак

симумах. Эти эффекты обусловлены периодичностью рас
положения атомов в решетке. Вследствие термодинамических 
флюктуаций, однако, положения атомов в кристалле всегда 
имеют некоторый разброс относительно своих равновесных 
положений, поэтому необходимо знать, как этот фактор 
сказывается на излучении частицы. В гл. 4 этот вопрос был 
рассмотрен в рамках борновского приближения квантовой 
электродинамики. При этом было показано, что учет тепловых 
колебаний атомов приводит к уменьшению интенсивности 
излучения в интерференционных максимумах и к появлению 
слагаемого в выражении для спектра излучения, описывающего 

некогерентные эффекты при излучении. 
Полученные в ГЛ.4 результаты справедливы, если поле 

кристалла слабо возмущает движение частицы, т. е. если 
движение частицы в кристалле можно считать близким к пря
молинейному, и, кроме того, если угол рассеяния на длине 
когерентности мал по сравнению с характерным углом из

лучения релятивистской частицы. Влияние на излучение ис
кривления траектории частицы в поле непрерывного потенциала 
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кристаллических осей и плоскостей мы рассматривали в гл. 6, 
и 7, где показано, что при движении электронов и позитронов.', 
вдоль кристаллических осей или плоскостей спектры их из-; 
лучения существенно отличаются от соответствующих ре-" 

зультатов борновской теории. Мы теперь рассмотрим вопрос: 
о влиянии тепловых колебаний атомов на излучение уль-:' 
трарелятивистских частиц в случае, когда нарушаются условия: 
при мени мости борновской теории когерентного взаимодействия 
частиц с атомами кристалла. Основное внимание при этом' 
мы обратим на особенности излучения в области больших' 
частот, где процессы, связанные с некогерентным излучением, 

являются определяющими. J 
Процесс излучения быстрой частицы в веществе разыг-j 

рывается в большой, растущей с энергией, пространственной~ 
области вдоль импульса частицы. Если при этом движение'~ 
происходит в кристалле под малым углом к одной ИЗI 
кристаллических осей или плоскостей и в пределах длины 1 
когерентности частица сталкивается с большим числом атомов,1 
то движение и излучение могут быть описаны в рамках ~ 
квазиклассического приближения. При этом спектрально-уг- 1.' 
ловая плотность излучения с учетом отдачи при излучении j 
определяется формулой (17.4). Эта формула должна быть, 
усреднена по тепловому разбросу положений атомов в решетке ~ 
и по различным траекториям частиц в кристалле. Мы огра-) 
ничимся здесь рассмотрением простейшего случая дипольногоj 
излучения. В этом приближении процедура усреднения спект-1 
ральной плотности излучения существенно упрощается и может! 
быть связана с процедурой нахождения квадрата угла рассеяния! 
частицы в кристалле, использованной в § 57. j 

в дипольнам приближении спектральная плотность излуче-,: 
ния (17.4) приобретает вид 1 

00 

d<ff=~E2+E'2rofdY[1_2~(1_~)(1_ 002 )IW(v)12, (62.1)1 
doo 4п ЕЕ' у2 у У Е2 +Е'2 

о' 

где 8' =rom 2/2ЕЕ' и W (v)~фурье-компонента ускорения части
цы. Мы рассмотрим случай, когда длина когерентности 1= 1/8' 
велика по сравнению с постоянной решетки а. При выполнении 
этого условия можно считать, что скорость частицы меняется 

скачками в результате столкновений с каждым атомом, так что 

I W (v)1 2 = L 9n 9k ехр [iv (1n - 1k )], (62.2) 
". k 

где 9n~угол рассеяния при столкновении с n-м атомом 
и 1n ~ момент времени, когда произошло столкновение. 

Таким образом, в дипольнам приближении процедура 
усреднения спектральной плотности излучения распространяется 
на величину (62.2), которая отличается от соответствующего 
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выражения для квадрата угла рассеяния (57.1) только экс
поненциальным фактором под знаком суммы. 

При выполнении условия ас'« 1 флюктуации интервалов 
времени между последовательными соударениями частицы 

с атомами решетки, связанные с тепловым разбросом положе
ний атомов, малы, поэтому, как и при вычислении среднего 

значения квадрата угла рассеяния, процедура усреднения фор
мулы (62.2) по тепловым колебаниям атомов будет распрост
раняться только на величины ЗN Зk • Учитывая эту аналогию, 
легко показать, что для частицы, движущейся по траектории 
р (t) в поперечной плоскости, среднее значение величины 1 w (У) 12 
по тепловым колебаниям атомов будет иметь вид 

(IW(V)12)=~ f dtA (p(t))+IS dte ivt p(t)1 2, (62.3) 

где А (р) определяется формулой (57.4), d-расстояние между 
атомами вдоль кристаллической оси, вблизи которой проис
ходит движение, и р (t)-траектория в поле непрерывного 
потенциала цепочки атомов. 

Формула (62.3) показывает, что учет влияния тепловых 
колебаний атомов на излучение движущейся в кристалле 
частицы приводит не только к изменению непрерывного 

потенциала цепочки атомов, но и к появлению слагаемого 

в спектре излучения, определяющего некогерентные эффекты 
при излучении. 

Для нахождения интенсивности излучения про ходящего 
через кристалл пучка формула (62.3) должна быть усреднена 
по различным траекториям. В общем виде, как отмечалось 
в § 57, выполнить такое усреднение затруднительно, поэтому 
рассмотрим некоторые предельные случаи, в которых проце

дура усреднения может быть выполнена аналитически. 
Если среднее поле кристаллической решетки и ( р) слабо 

возмущает движение частицы, то траектория в поперечной 
плоскости близка к прямолшiеЙноЙ. Среднее значение спект
ральной плотности излучения при этом определяется формулой 

(dtff)=_I_fd2PO dS, (62.4) 
dro LxLy dro 

где ро-точка влета и dlff/dФ-спектр излучения частицы, 
движущейся по траектории p(t, ро), близкой к прямолинейной. 

Подставляя (62.3) в (62.4), находим, что в первом 
приближении по потенциалу среднее значение спектральной 
плотности излучения совпадает с соответствующим резуль

татом борновской теории когерентного излучения быстрых 
частиц в кристалле: 

( dS) _ (dS) _ L (d(j~B) + d(j~B)) 
dro - dro в - ПФ dro dro' (62.5) 
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где d(J~B) и d(J~В)-когерентная и некогерентная части попереч~ 
ника излучения (см. формулы (27.10) и (27.11». 

Формула (62.5) справедлива, если \jJ»\jJc. При нарушении 
этого условия необходимо учитывать влияние на излучение 
отклонения траектории частицы от прямолинейной. Влияние 
этого фактора на когерентную часть поперечника излучения 
было рассмотрено в гл. 7. Покажем, что при \jJ;5\jJc отклонение 
траектории частицы от прямолинейной может оказать зна
чительное влияние и на некогерентную часть поперечника 

излучения. 

Рассмотрим вначале излучение движущейся в кристалле 
надбарьерной частицы. 

Заметим предварительно, что существует довольно широкая 
область частот, в которой некогерентная часть поперечника 
излучения вносит определяющий вклад в излучение. Так, из 
результатов борновской теории когерентного излучения вытека
ет, что в области частот, удовлетворяющей условиям 
2R/\jJ» I/Б'»а, основной вклад в излучение вносит сечение 
d(J~B) (величина d(J~B) в этой области частот мала, см. рис. 
4.5). Ясно, что аналогичная ситуация должна иметь место 
и при \jJ,$ \jJc' когда необходим учет влияния на излучение 
отклонения траектории частицы от прямолинейной. 

Надбарьерная частица при движении в кристалле после
довательно сталкивается с различными цепочками атомов, . 
расположенными параллельно оси z. При этом если движение 
происходит вдали от плотно упакованных атомами кристал

лических плоскостей, то эти столкновения можно рассматривать 
как случайные. Если при этом длина 1, на которой формируется 
излучение, будет мала по сравнению с длиной свободного. 
пробега частицы между последовательными столкновениями 
с цепочками, то можно пренебречь интерференцией излучений, 
от различных цепочек. При этом среднее значение входящей'; 
в (62.1) величины I W (У) I будет определяться только особен-; 
ностями взаимодействия частицы с полем отдельной цепочки 
атомов и, (р):, 

< IW(v)1 2)=л, f d; {~f dtA(p,(t))+IS dte ivt P,(t)1 2 }, (62.6)1 

где Л,-число столкновений с цепочками атомов и p,(t)~ 
-траектория частицы в поле отдельной цепочки атомов. 1 
Переходя в первом слагаемом (62.6) от интегрирования по~ 
времени к интегрированию по р и учитывая, что Л,=Ln\jJаd,; 
приходим к следующей формуле для этого слагаемого: J 

(() 

Лr fd; ~fdtA(P,(t))=21tLn fPdPA(P). 

Здесь использованы обозначения § 57. 
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'.j 
.~ 
; 

(62.7)1 
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Таким образом, согласно (62.1) и (62.6), среднее значение 
спектральной плотности излучения надбарьерной частицы мо
жет быть представлено в виде суммы двух слагаемых, 
определяющих некогерентные и когерентные эффекты при 
излучении: 

(62.8) 

где 

00 

<dg) =2Lne2 (1 +Е'2 +~)E2 f d А ( ) 
dro n 3т2 Е2 2Е2 Р Р Р , (62.9) 

р' 

+00 

X[1-2~(1-~)(1-E2:2E'2)J f dbIJdteiVlp(t)12. (62.10) 

-00 

в области частот, удовлетворяющих условиям 2R/\jJ»Z»a, 
второе слагаемое в (62.8) мало. В этой области частот 
основной вклад в излучение вносит первое слагаемое (62.8), 
определяющее некогерентные эффекты при излучении. 

Для электронов (и для позитронов при Е 1. > U• (О» в (62.9) 
может быть выполнено интегрирование по р. При этом, как 
легко проверить, некогерентная часть спектральной плотности 
излучения совпадает с соответствующим результатом борнов
ской теории: 

<dtff) _ L dC1~B) 
- - nЮ--. 
dro dro 

(62.11) 

Для позитронов при 61. < Ur(O), согласно (62.9), среднее 
значение спектральной плотности излучения быстро уменьша
ется с уменьшением \jJ и при \jJ < \jJ с оказывается существенно 
меньшим соответствующего результата борновской теории. 
Связано это с тем, что при \jJ < \jJ с позитроны не могут 
подходить на близкие расстояния к оси цепочки, где градиенты 
потенциала цепочки атомов максимальны. 

Полученные выше формулы справедливы, если флюктуации 
траектории частицы на всей толщине кристалла малы. Если, 
однако, процесс нарастания флюктуаций развивается ади
абатически (по существу требуется адиабатичность развития 
процесса в пределах длины когерентности) и известна функция 
распределения частиц по величинам, определяющим 
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траекторию, то полученные формулы могут быть использованьt 
и для изучения излучения быстрых частиц в более толстых: 
кристаллах, для этого требуется только усреднить спектpf:' 
излучения по заданному распределению частиц. При эточ~, 
в случае надбарьерных частиц приходим к следующемУ;~ 
выражению для спектральной плотности излучения: .. ~~ 

:~ .:! 
(62. 12)/1 

''1. 
.. \] 
.;~ 

где (d2 Sjdzdro)-отнесенная к единице длины спектральная$ 
плотность излучения надбарьерной частицы при задаННОМ1 
значении f:.L И f (Е .L' z) - функция распределения частиц по Е .1. '~ 
на глубине z. ] 

Для надбарьерных электронов, как отмечалось выше,'~ 
спектральная плотность излучения в области частот, удовлет~'(~ 
воряющая условиям 2Rj1.\1» 1» а, определяется некогерентной,~ 
частью поперечника излучения, которая не зависит от Еl. .i;' 
Поэтому даже при значительном перераспределении таких ,; 
частиц по поперечным энергиям спектр излучения будет 
определяться формулой 

(62.13) 

Подчеркнем, что этот результат справедлив, если частица 
на всем пути в кристалле является надбарьерной и, кроме 
того, если на всем пути электрона в кристалле можно 

пренебречь вкладом в излучение слагаемого, определяющего 
когерентные эффекты при излучении. 

Для позитронов, движущихся В кристалле вдоль одной 
из кристаллографических осей, существенное перераспределение 
частиц по f:.L происходит на длине, по порядку величины 

равной длине деканалирования. Для позитронов эта длина 
оказывается существенно большей, чем для электронов: так, 
при энергии частиц порядка 1 ГэВ в кристалле кремния 
длина деканалирования для позитронов составляет несколько 

миллиметров, тогда как для электронов она порядка нескольких 

десятков микрон [13, 14, 20]. Поэтому даже в довольно 
толстых кристаллах (кристаллах толщиной в несколько сотен 
микрон) спектральная плотность излучения позитронов будет 
определяться начальным распределением частиц по поперечным 

энергиям. Так, например, если параллельный пучок позитронов 
влетает в кристалл вдоль кристаллографической оси (оси 
z), то распределение частиц по f..L будет определяться 
соотношением 

(62.14) 
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где РО - точка влета позитрона в кристалл, связанная в рас

c~1a триваемом случае с Е 1- соотношением Е 1- = и, (Ро), S - пло
Jдaдь элементарной ячейки в плоскости, ортогональной оси 
Z. С этой функцией распределения спектральная плотность 
излучения в области больших частот будет иметь вид 

00 

dtff+ 2е 2 n ( Е'2 ro 2 ) nЕ2 f <->L=L-2 1+-2+-2 - P5 d PoA(po)· 
dro 3т Е 2Е S 

(62.15) 

о 

Основной вклад во входящий сюда интеграл по Ро дают 
значения Ро порядка радиуса экранирования потенциала атома: 

Ро ~ R. Используя эту оценку, теперь легко показать, что 
спектральная плотность излучения (62.15) по порядку величины 
в 1tR 2 /s раз меньше спектральной плотности излучения 
надбарьерных электронов (62.13). В частности, при прохожде
нии частиц через кристалл кремния вдоль оси < 1 00> имеем 
ttR 2 /S-;::::, 1/30. 



ГЛАВА9 

ТОРМОЖЕНИЕ БЫСТРЫХ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 

В ВЕЩЕСТВЕ 

~ 
.! 
1 
'1 § 63. Ионизационные потери энергии ~ 

заряженной частицей в веществе, 

Быстрая заряженная частица при движении в веществе ~ 
теряет свою энергию на возбуждение электронных оболочек'~ 
и ионизацию атомов среды, а также на излучение фотонов .• ~ 
Начнем с рассмотрения ионизационных потерь энергии (вклю-1 
чающих потери энергии как на возбуждение электронных '1' 

оболочек атомов, так и на ионизацию атомов). Общие' 
ионизационные потери энергии тяжелой з~ряженной .;астицеЙ ': 
на единице пути определяются следующеи формулои: I 

dE = _ 21tn.Z2 е 4 [ln 2mv 2 WmaX 2 ~ 2 - !1FJ, (63.1) 
dx mv 2 12(1_~2) 

где Z е - заряд частицы, nе - число электронов в единице 
объема, v - скорость частицы, ~ = v / с, 1-средний потенциал 
ионизации атомов в среде, W тах - максимальная энергия, 
передаваемая движущейся частицей атомным электронам,' 
и !1F - поправка на эффект плотности, связанный с поляриза
цией среды. 

Эта формула (без учета поправки на эффект плотности)' 
основана на квантовомеханическом рассмотрении задачи. 

Она была получена Бете [1] и Блохом [2], которые, 
в идейном плане исходили из классической формулы Бора' 
[3] для потерь энергии частицей в веществе. Поправка на., 
эффект плотности была найдена Ферми [4]. О ней будет, 
идти речь в следующем параграфе. Здесь же мы приведем 
только приближенный вывод формулы (63.1), принадлежа-, 
щий Ферми [5]. 

Рассмотрим электрон, находящийся на расстоянии Ь от 
траектории заряженной частицы, обладающей массой М,' 
зарядом Z е и движущейся со скоростью v. Предположим, ~ 
что скорость частицы велика по сравнению со скоростью ~ 

атомного электрона. Тогда последний перед столкновением,' 
можно считать покоящимся и, кроме того, можно пренебречь 
смещением электрона, возникающим в результате действия" 
на него поля движущейся частицы. Для того чтобы определить 
энергию, которую приобретает электрон в результате сто
лкновения, вычислим импульс, сообщаемый электрону пада-, 
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ющей частицей. Эта величина, согласно (1.1), определяется 
соотношением 

+00 

Ар=е J dtE(r(t)), E=-'V<p, (63.2) 

где Е (r)-электрическое поле частицы в точке нахождения 
электрона. Подставляя сюда выражение (2.5) для потенциала 
движущейся частицы, находим, что параллельная составляющая 
переданного импульса равна нулю, а поперечная составляющая 

2Ze 2 

А р 1- = ---;;;;- , (63.3) 

где Ь - прицельный параметр (минимальное расстояние между 
частицей и электроном). При этом энергия, переданная заряжен
ной частицей электрону, будет равна 

(63.4) 

Умножив это выражение на величину 21[ne bdb, представ
ляющую собой число электронов, имеющих при цельные па
раметры Ь в интервале от Ь до b+db на 1 см пути 
(nе-плотность электронов среды), и про интегрировав получен
ное выражение по прицельным параметрам, получим потери 

энергии частицей на единице длины: 

(63.5) 

Входящий в (63.5) интеграл по Ь расходится на нижнем 
и верхнем пределах интегрирования, поэтому область интег
рирования по Ь должна быть ограничена значениями bmin 

и bmax , определяемыми из условий применимости формулы 
(63.5). При этом зависимость потерь энергии от значений 
прицельных параметров bmin и bmax будет логарифмической: 

dE 

dx 
(63.6) 

Верхний предел значений Ь определяется из следующего 
условия. Если время столкновения превышает период обраще
ния Те атомного электрона на соответствующей боровской 
орбите, то налетающая частица не может передать электрону 
заметную долю своей энергии. Время столкновения, согласно 

(63.2), по порядку величины равно 't-~JI=J32, следовательно, 
v 

величина bmax определяется таким образом, чтобы условие 
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выполнялось на всем интервале интегрирования по Ь. Частота 
колебания электронов в атомах среды по порядку величины 
равна !jn, где !-среднее значение ионизационного потенциала 
атомов среды, поэтому для Ьmах получим 

7i v 
Ь ----
тах I~· 

(63.7) 

Действительно, покажем, что если частота Q колебаний 
электрона в атоме велика по сравнению с величиной "с - 1, 

то энергия, передаваемая электрону, пренебрежимо мала. 
Рассмотрим с этой целью компоненту смещения электрона, 

ортогональную траектории падающей частицы. Если коор
дината электрона есть у, а амплитуда его колебания равна 
d, то при d«y 

у (t)=b+ dsinQt. 

При этом изменение энергии электрона при его взаимодействии 
с частицей будет определяться соотношением 

I1Е= S dty Еу, 

где Еу-составляющая электрического поля частицы вдоль 
оси у. Подставляя сюда выражение для у (t), находим, что 

-ro 

где е-угол, определяющий проекцию вектора Е на ось у. 
Так как cos е < 1, то 

-ro 

и, следовательно, при а"С> 1 величина I1Е экспоненциально 
мала. 

Для того чтобы определить нижний предел интегрирования 
в (63.5), перейдем в систему покоя налетающей частицы. Так 
как скорость атомарного электрона предполагается малой по 
сравнению со скоростью частицы, то в этой системе отсчета 
скорость электрона будет равна v. Учитывая, что использован
ный выше классический подход справедлив, если де-бройлевская 

длина волны электрона Л-(1i/тv) JI=J32 мала по сравнению 
с прицельным параметром, находим, что 

(63.8) 
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Подставляя найденные выражения для bmin и Ьтах в (61.6), 
приходим к следующей формуле для потерь энергии: 

(63.9) 

Эта формула, как мы видим, с логарифмической точностью 
совпадает с формулой Бете и Блоха. 

Приведенные выше формулы применимы к любым быстрым 
заряженным частицам-протонам, мезонам, ионам и т. д. 

В случае электронов эти формулы должны быть несколько 
видоизменены. Связано это с тем, что характер столкновений 
быстрых электронов и тяжелых частиц с электронами среды 
слегка различается. Кроме того, при столкновении идентичl,IЫХ 
частиц необходимо принимать во внимание обменные эффекты. 
С учетом этих эффектов потери энергии быстрых электронов 
в среде определяются формулой [6,7] 

dE = _ 2ne4 11e {1П mv 2 Е. (2 ~_ 
dx mv 2 2I2(1_~2) Yl-jJ· 

-1 + ~2) lп2+ 1-~2+~(1-JН32)2 -f!.F}' (63.10) 

где Ек-релятивистская кинетическая энергия электрона. Для 
ультрарелятивистских электронов эта формула может быть 
записана в виде 

dE = _ 2пе4n. {1П 2mи 2 Е. 
dx mv 2 [2 (1- ~2) 

(63.11) 

Входящая сюда поправка 11 = 17/8 - 21п 2 определяет отличие 
формулы (63.1) от формулы (63.11). Учет 11 в формуле для 
dЩdх относительно немного (в пределах 10%) меняет значение 
ионизационных потерь энергии быстрых электронов в среде. 

§ 64. Эффект плотности Ферми 
и черенковские потери энергии 

Рассматривая ионизационные потери энергии, мы видели, 
что они определяются полем, создаваемым движущейся за
ряженной частицей в месте нахождения атомного электрона. 
При этом считалось, что есть только пролетающая частица 
и один атомный электрон. Между тем электрон, которому 
передается энергия, находится в среде, поляризуемой дви
жущейся частицей. Поэтому поле в месте нахождения электрона 
ослабляется и он получает меньшую энергию, чем если 
бы он был изолированным. Таким образом, поляризация 
среды должна при водить к уменьшению ионизационных 

потерь энергии. Для того чтобы дать количественную теорию 
этого эффекта, рассмотрим вначале окружающее движущуюся 
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заряженную частицу электромагнитное поле в среде с пло

тностью электронов, равной nе • 
Если заряженная частица движется в среде, то, как показано 

в § 3, среда оказывает влияние на окружающее частицу поле. 
Поляризационные свойства среды описываются оператором 
диэлектрической проницаемости Е. Если не учитывать простран
ственной дисперсии среды (это означает, что k« т/б, где 
б-средняя скорость частиц среды), то в компонентах Фурье 
уравнения Максвелла для векторного и скалярного потенциалов 
электромагнитного поля частицы приобретают вид 

А А", - т 2 Е (т) А", = - 4nj"" 
А <р", - т 2 Е (т) <р", = -4n р"" 

(64.1) 

г де Е ( т) - диэлектрическая проницаемость среды на частоте 
т (мы здесь, как и в § 3, не рассматриваем тензорных 
свойств диэлектрической проницаемости), j", и р", - фурье
компоненты плотности тока и заряда частицы, движущейся 
по траектории r (t): 

по 

Н",; p",}=eJdtei"'t {v(t); 1}8(r-r(t)). 

Переходя в (64.1) к фурье-компонентам 
пространственным координатам 

А",=(2n) -3 J d3 ke -ikr А (k, ro), 
<р", =(2n) -3 J d3 ke -ikr <р (k, т), 

полей А", и <р", 

(64.2) 

легко показать, 

следующий вид: 
что величины А (k, т) и <р (k, т) имеют 

A(k, т)=~ 2 \ ( )j(k, т), 
4п k -ш 1: Ш 

1 1 
<р (k, т) =-3 2 2 ( ) Р (k, т), 

4п k -ш 1: Ш 

(64.3) 

где 

{j(k, т); p(k, ro)}=eJdt{v(t); l}ei(",t-kr(t)). 

При выводе этих соотношений мы не использовали кон
кретный вид функции Е (т), так что формулы (64.3) справедливы 
как в случае v 2 Е> 1, так и в случае v 2 Е < 1. В первом из 
этих случаев имеет место черенковское излучение частицы 

(см. § 3). 
При движении частицы в свободном электронном газе 

с плотностью nе , как известно [8, 9], диэлектрическая проница
емость среды определяется соотношением 

Е (ro)= l-ro;/ro 2 +iТJ, (64.4) 

где roр = J 4n е 2 Пет - 2 - плазменная частота, 11 - малая добавка 
к диэлектрической проницаемости, учитывающая поглощение 
(эффект поглощения в дальнейшем мы рассматривать не 
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будем). Черенковское излучение в данном случ~тСутствует. 
Это, однако, не означает, что среда не OKa~Ь[B~ влияния 
на окружающее частицу электромагнитное поле. Действительно, 
подставляя (64.4) в (64.3), находим, что в случае прямолиней
ного движения скалярный потенциал электромагнитного поля 
частицы определяется формулой 

<р (r, ()= z: ехр [ -:Р J р2+у 2 O-tУI (64.5) JC-t) +у -2 р2 
где z ир-координаты, параллельная и ортогональные вектору 
скорости движущейся частицы у. 
Мы видим, что учет поляризации среды (зависимости 

(64.4) диэлектрической проницаемости от частоты) приводит 
к экранированию окружающего частицу поля на больших 
расстояниях от нее. А именно, экспоненциальное уменьшение 
поля происходит на расстояниях р '" V!Шр от частицы в попереч
ном направлении. 

Ясно, что указанный эффект должен отразиться на иони
зационных потерях энергии заряженной частицы. Действитель
но, приведенная в предыдущем параграфе оценочная формула 
для потерь энергии определяется максимальным значением 

прицельного параметра Ьтах , при котором частица еще эф
фективно передает энергию электронам среды. Найденное 
в § 63 значение для этой величины без учета поляризационных 
свойств среды линейно растет с энергией частицы (см. формулу 
(63.7». Формула (64.5), однако, показывает, что поле частицы 
в среде на расстояниях, превосходящих v!ro!'., экспоненциально 
уменьшается, и, следовательно, при Ь > V/Шр, в отличие от 
результатов § 63, энергия, передаваемая частицей электрону 
среды, будет экспоненциально малой. Таким образом, при 
высоких энергиях входящая в (63.6) величина Ьтах должна 
быть по порядку величины равной 

Ь . (иу и) шах "'Ill1П -, - . 
1 Шр 

(64.6) 

Заметим, что радиус экранирования потенциала частицы 
в среде V!Шр при высоких энергиях практически не зависит 
от энергии частицы, поэтому при Е>mlv!шр учет поляризации 
среды приводит к уменьшению ионизационных потерь энергии 

по сравнению со случаем, когда данный эффект не учитывается. 
Этот эффект впервые был теоретически обнаружен и исследован 
Ферми [4] и носит его имя. 

Приведем теперь количественные формулы, определяющие 
ионизационные потери энергии быстрых частиц в среде. 
Воспользуемся с этой целью формулой 

dE 
d(=ev(t)E(r, t)lr=r(ф (64.7) 
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определяющей потери энергии частиц в веществе в единицу 
времени. Здесь v(t)-скорость частицы в момент времени t 
и Е (!', t)-напряженность электрического поля, создаваемого 
самои частицей в точке ее нахождения. Формула (64.7) 
показывает, что потери энергии частицей в среде представляют 
собой работу сил торможения, действующих на частицу 
со стороны электромагнитного поля, создаваемого самой 
частицей. 

Подставляя в (64.7) соотношения (64.3) для фурье-компонент 
потенциала, легко показать, что полные потери энергии могут 

быть записаны в виде 

дЕ=е J dtvE(r(t), ()= 

= 4~3 f dфd3 k {me1(m) 1 j 11 (k, Ф) 12 + ш2 е (:)_k21 j.L (k, Ф) 12}, (64.8) 

где jll и jl. -продольная и поперечная вектору k компоненты 
Фурье тока частицы. 

Первое слагаемое в этом выражении соответствует поля
ризационным потерям энергии частицы в среде, а второе 

слагаемое соответствует потерям энергии, связанным с излуче

нием поперечных волн (черенковское, тормозное излучение). 
Т ормозные потери энергии на излучение мы рассмотрим 
в § 70. Здесь же остановимся на рассмотрении потерь энергии, 
связанных с поляризационными свойствами среды. Для про
стоты будем считать далее, что траектория частицы в среде 
является прямолинейной. Тогда фурье-компоненты тока части
цы будут определяться соотношением 

j(k, m)=21tev(5(m-kv). (64.9) 

Подставляя это соотношение в (64.8) и учитывая, что 

((5 (m-kv))2 = 21tt8 (m-kv), 

находим, что при прямолинейном движении потери энергии 
частицей в единицу времени равны 

- = - 1т d k --+ ~,--;--;------,,---= dE е 2 f з [ш v2_m 2/k 2 ] 
dx 2тt 2 v k2e(m) m2(e(m)-k 2/m 2)' 

ф=kv. (64.10) 

При выводе (64.10) мы воспользовались также тем, что 
вещественная часть Е (ш) является четной функцией частоты, 
а мнимая-нечетной функцией частоты [8, 9]. В дальнейшем 
будем предполагать, что поглощение волн в среде мало, т. е. 
что мнимая часть Е (ш) мала. 

Второе слагаемое в формуле (64.10) отлично от нуля 
только при и 2 Е(Ш» 1. Подынтегральное выражение в этом 
случае имеет полюса при значениях k.L = ± k 11 J v 2 Е (ш) - 1. 
Используя теорему о вычетах, находим, что при v 2 Е> 1 второе 
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слагаемое в (64.10) приводит к известной формуле (3.14) для 
черенковских потерь энергии частицей в среде на излучение: 

:~=e2и fdO)O) (l- v2 :(0))). (64.11) 

Интегрирование здесь ведется по области 0), в которой v 2 Е > 1. 
Мы видим, что черенковские потери энергии являются 

частью полных потерь энергии частицей в среде. 
Рассмотрим теперь первое слагаемое в (64.1 О), определя

ющее собственно ионизационные потери энергии. Для опре
деленности будем предполагать, что Е (О)) определяется фор
мулой (64.4). 

Подставляя соотношение (64.4) в (64.10), приходим к сле
дующему выражению для потерь энергии: 

+00 

dE е 2 f f о) -=-2 Im k1. dk1. dO) 2 . 
dt 2n о) 

_ ос! (ki +-;;z ) (0)2_0)~ +2;11) 
(64.12) 

Второе слагаемое в (64.10) в этом случае обращается в нуль, 
так как для изотропной плазмы фазовые скорости поперечных 
волн больше скорости света и, следовательно, условие черен
ковского излучения не выполняется. 

Интеграл по о) в (64.12) вдоль вещественной оси равен 
вычету относительно полюса о) = i v k 1. В верхней полуплоскости 
комплексной переменной 0), поэтому 

ko 

dE e20)~ f k1- dk1-
di= --V- ki +0)~/0)2' (64.13) 

о 

Мы видим, что на верхнем пределе интеграл по k 1. 
расходится, поэтому этот интеграл должен быть ограничен 
некоторым максимальным значением kmax=ko, определяемым 
из условия применимости использованного нами макроскопи

ческого рассмотрения взаимодействия частицы со средой. 
Последнее еще справедливо, если R- 1 <'kо »О)р/V, где R
порядок величины размеров атома в среде. При таких 
значениях k o формула (64.13) приобретает вид 

(64.14) 

в результате мы получили формулу для ионизационных 
потерь энергии, для которых k1. ~ko. Это условие физически 
означает, что мы учитываем только далекие столкновения, 

так как большим kJ. (kJ.>ko), при которых формула (64.14) 
неверна, соответствуют малые значения параметра столкнове

ния, т. е. близкие столкновения. По этой причине близкие 
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1 
столкновения должны учитываться отдельно и вклад от них;i 
в ионизационные потери должен быть добавлен к формуле ~ 
(64.14). Мы рассмотрим потери энергии, связанные с близкими ; 
столкновениями, в следующем параграфе. Здесь же приведем .~ 
лишь формулу для потерь энергии, обусловленных близкими 
столкновениями для тяжелой заряженной частицы (см. § 65): 

dE = _ 2пе4 n. (1П 2т WmaX _ и2 W~ax) (64.15) 
dt mv (1ikoY + 4Е2 ' 

где W тах - максимальное значение энергии, передаваемое ча
стицей электрону среды. При больших энергиях падающей 
частицы величина Wmax определяется формулой 

Е2 _м2 

W =--:---------,--
тах (М m Е)· 

М -+-+-
2т 2М М 

~ 
Здесь т - масса электрона среды и М-масса 
частицы. 

движущейся ~ 

Складывая формулы (64.14) и (64.15), находим окончательно 
выражение для полных ионизационных потерь энергии: 

" 

dE=_21te4n'(lnm2V2Wmax v 2 + WZmax). (64.17) ~ 
dt mv 2пп 2 е 2 nе 4Е2 

Обратим внимание на то, что величина ko не входит 
в конечный результат. Физическая причина этого заключается 
в том, что области применимости формул (64.14) и (64.15) 
в действительности перекрываются, а величина ko входит 
в эти формулы под знаком логарифма.! 

При Wmax~E формула (64.17) совпадает с соответст
вующим результатом Ферми [4], полученным на основе 
вычисления потока энергии электромагнитного поля, прохо

дящего через цилиндрическую поверхность малого радиуса, 

окружающую траекторию частицы в среде *. 
Формула (64.17) показывает, что логарифмический фактор 

выражения в квадратных скобках зависит от плотности эле
ктронов в среде, причем с ростом nе этот фактор уменьшается, 
что приводит , В свою очередь, к уменьшению ионизационных 
потерь энергии по сравнению с теорией Бора - Бете - Блоха. 
В этом и заключается эффект плотности Ферми. . 
Мы получили формулу для потерь энергии, считая, что 

среда представляет собой газ свободных электронов. Ферми 

*) Заметим, что интенсивность черенковского излучения вычислялась Там
мом и Франком [1 О] тоже как поток электромагнитной энергии через 
цилиндрическую поверхность, окружающую траекторию частицы, но при этом 

предполагалось, что радиус цилиндра очень велик. Так как результат Ферми 
справедлив и при малых значениях радиуса цилиндра Ь, а черенковское 
излучение соответствует Ь-НХ), то потери на черенковское излучение содержатся 
в формулах Ферми. 
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нашел эту формулу исходя из представления об атомных 
электронах как о некоторых осцилляторах. Диэлектрическая 
проницаемость среды в этой модели определяется соот
ношением 

(64.18) 

где roо - частота и уо - коэффициент затухания осциллятора. 
Ландау [8] показал, что в действительности формула (64.17) 
при высоких энергиях (E»т/v/rop ) имеет универсальный харак
тер (см. также [11 ]). Связано это с тем, что при больших 
энергиях Е основной вклад в интеграл по ro в (64.10) вносят 
большие значения частот I ro 1» roр• В этой области частот 

дИэлектрическая проницаемость Е (ro) имеет асимптотику (64.4), 
и, следовательно, при вычислении ионизационных потерь 

энергии конкретная структура выражения для Е (ro) в области 
малых частот несущественна. Если же E«т[v/rop, то эффект 
плотности уже не играет роли и потери энергии определяются 

формулой Бете и Блоха (63.1). 
Рассмотрим теперь зависимость потерь энергии быстрых 

частиц в веществе от их энергии. При выполнении условия Е« 
~m[v/rop, как отмечалось выше, ионизационные потери энергии 
определяются формулой Бете-Блоха (63.1). Поляризация 
среды в этом случае не оказывает влияния на ионизационные 

потери энергии частицы. 

Если же E»m[v/rop' то часть релятивистского возрастания 
потерь энергии, обусловленных увеличением размеров области 
электромагнитного поля частицы, полностью компенсируется 

эффектом плотности. При этом зависимость потерь энергии 
от энергии частицы определяется величиной Wmax • Сравнивая 
формулу (63.1) с формулой (64.17), мы видим, что поправка 
на эффект плотности имеет вид 

]2 
/).F= -ln22"2- 1. 

у 1i Фр 

Из формулы (64.16) для Wmax' в частности, вытекает, что 
при E»M 2 j2m величина Wmax~E. Таким образом, в рас
сматриваемой области энергий от логарифмического члена 
в формуле (64.17) остается ln у, тогда как, согласно формуле 
Бете и Блоха (63.1), зависимость логарифмического фактора 
от энергии определяется величиной ln(Y3). Следовательно, 
благодаря эффекту плотности, релятивистское увеличение по
терь энергии быстрых частиц в веществе оказывается в три 
раза меньшим релятивистского увеличения этой величины 
в случае, когда эффект плотности не учитывается. 

Отметим в заключение, что формула (63.1) относится 
к случаю, когда частица движется в среде достаточно долго, 

так что среда экранирует поле частицы на далеких расстояниях 
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от нее. При входе же частицы в среду экранировка поля 
частицы наступает не сразу. Перестройка поля частицы проис
ходит только через промежуток времени, по порядку величины 

равный 't '" 2 "(2/0) *). Подставляя сюда значение о) "'''(О)р' нахо
дим, что экранирование поля частицы происходит только 

через интервал времени _",2,,(/О)р' прошедшего после входа 
частицы в среду. Если при этом толщина мишени будет 
меньше длины перестройки поля, то эффект плотности не 
будет сказываться на потерях энергии и последние будут 
определяться формулой (63.9). 

§ 65. Учет близких столкновений 

В предыдущих параграфах было показано, что иони
зационные потери энергии быстрой заряженной частицы 
складываются из потерь, обусловленных далекими и близ
кими столкновениями. Под далекими понимаются столкно
вения, при которых во взаимодействие с пролетающей 
частицей вовлекается большое число частиц среды. Влияние 
этого обстоятельства на потерю энергии частицей является 
с макроскопической точки зрения результатом диэлект
рической поляризации среды ее зарядом. Под близкими 
понимаются столкновения, при которых взаимодействие 
частицы с различными электронами среды можно рас

сматривать как взаимодействия с отдельно взятыми ча
стицами. Области применимости обоих подходов перекры
ваются, поэтому при нахождении полных потерь энергии 

частицей граничный импульс, разделяющий обе области, 
из конечного результата выпадает (см. формулы (64.14), 
(64.15) и (64.17)). 

Разделение столкновений на далекие и близкие оказывает
ся принципиальным, поскольку потери энергии, связанные 

с этими столкновениями, существенно изменяются в ряде 

специальных случаев. В частности, такие изменения имеют 
место при прохождении кластеров (систем частиц) через 
вещество, а также заряженных частиц - через монокристаллы 

(см. § 67 и § 68). Потери энергии, обусловленные далекими 
столкновениями, были подробно рассмотрены в предыдущем 
параграфе. Здесь же мы получим формулы, определяющие 
потери энергии быстрых частиц в среде, связанные с близ
кими столкновениями. 

Рассмотрим вначале соотношения, вытекающие из законов 
сохранения энергии и импульса при столкновении частицы 

с отдельным электроном среды. Последний в интересующем 

*) При пересечении частицей границы раздела двух сред вследствие 
перестройки поля частицы происходит излучение (оно носит название переход
ного излучения). На этот эффект было обращено внимание Гинзбургом 
и Франком [12]. 
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нас случае до столкновения можно считать свободным и поко
ящимся. Тогда энергии и импульсы сталкивающихся частиц 
будут связаны друг с другом соотношениями 

Е+m=Е' +Е_, р=р' +р_, (65.1) 

где Е, р и Е', р'-энергия и импульс падающей частицы 
соответственно до и после рассеяния (массу этой частицы 
обозначим М), а Е_ и р_ -энергия и импульс электрона 
среды после столкновения (т-масса электрона). 

Из этих соотношений вытекает, что энергия электрона 
после столкновения связана с углом Э _ между векторами 
р и р _ - соотношением 

(Е+т)2 +{E 2 -М 2 )сОs2 Э_ 
Е=m-;-------:--::------:-----;:---::-:--------=-- (E+m)2_(E 2 -М 2 )соs2 Э_' 

Отсюда находим, что максимальная величина переданной 
электрону энергии (W тах = Етах - т) определяется соотношением 
(64.16). 

Получим теперь формулы для потерь энергии быстрой 
частицы в среде, связанных с близкими столкновениями. 
Предварительно заметим, что при высоких 
энергиях взаимодействие падающей частицы 
с электроном среды может быть описано 
в рамках квантовомеханической теории воз
мущений. При этом если падающая частица 
не является электроном, то ее взаимодействие 
с электроном среды описывается диаграммой 
рис. 9.1. 

у 
р р 

В частности, если падающая частица яв- Рис. 9.1. Диаrрамма, 
ляется мюоном, то сечение процесса, соот

ветствующее этой диаграмме, определяется 

формулой 

(65.2) 

описывающая вза

имодействие протона 

р с электроном е сре-

ды в первом порядке 

теории возмущений 

где v-скорость мюона, Е-его энергия, д,=(Е_-т)jm
энергия (в единицах т ), переданная налетающей частицей 
электрону среды. 

Формула (65.2) определяет в лабораторной системе рас
пределение по энергиям вторичных электронов (эти электроны 
иногда называют о-электронами), возникающих при рассеянии 
быстрых мюонов. При малых значениях Д, эта формула 
при обретает вид 

д,«Е_ -1. (65.3) 
m 
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Домножив сечение (65.2) на плотность электронов в среде 
nе и на .1\, получим формулу для торможения частицы на 
единице пути с передачей энергии в интервале между ~ и ~+d~. 
В результате интегрирования полученного выражения по 
~ в интервале от ~o до ~тax(~O«~тax) приходим К следующей 
формуле для потерь энергии на единице пути, связанных 
с близкими соударениями, 

( ) ~ dE тах 

- = -nе S ~dcr(~)= 
dt ~ > ~o ~o 4 ( 2) 

= _ 2nе n. 1 ,1т •• _ 2 + ~ ~ л 2 
2 2 n v 2 L1 max • 

т v ,10 2Е 
(65.4) 

Формула (65.4) справедлива, если минимальное значение 
энергии, переданной электрону среды, велико по сравнению 
с энергией связи электрона с атомом (~o» 11т). При этом 
величина .1\0 может быть выбрана так, чтобы выполнялось 
неравенство ~o« 1. Тогда величина ~o может быть связана 
с введенной в ~едыдущем параграфе величиной k o соотноше
нием ~o=(hko) 12т2, и мы приходим К формуле (64.15) для 

потерь энергии, при которых эле

ктрону среды передаются им

пульсы большие, чем hko. 
Рассмотрим теперь столкно

вение быстрого электрона с эле
ктроном среды. Данный процесс, 
в отличие от рассмотренного 

Рис. 9.2. Диаграммы Фейнмана, описы- выше, описывается двумя диа
вающие столкновение электрона с эле- граммами Фейнмана, учитыва

ктроном среды в первом порядке те- ющими одинаковость сталкива-
ории возмущений 

ющихся частиц (рис. 9.2). Сече-
ние рассеяния, соответствующее этим диаграммам, в лабора
торной системе отсчета имеет вид [13] 

d =2nе 4 ~{(Y~1)2Y2 2у2+2у-1 1} 
cr 2 2 2( )2 ( ) + , т у -1 А у-1-,1 ,1у-1-,1 

(65.5) 

где y=E_Im, а т~ и (у-I-д)m-кинетические энергии двух 
электронов после столкновения; тождественность обеих частиц 
про является в симметрии формулы по отношению к этим 
величинам. Если условиться называть электроном отдачи тот 
из них, который имеет меньшую энергию, то ~ будет пробегать 
значения от ~o до ~max=(y-l)/2. 

Домножив сечение (65.5) на nе и на ~ и проинтегрировав 
полученное выражение по ~ от ~o до ~max=(y-l)/2, получим 
при у:» 1 следующее выражение для потерь энергии: 

(65.6) 
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Эта формула отличается от формулы (65.4) для потерь энергии 
тяжелой частицы, связанных с близкими соударениями. В край
не релятивистском случае выражения в скобках в формулах 
(65.4) и (65.6) различаются слагаемым (13/8 -1п4). Учет этого 
слагаемого относительно немного (в пределах 10%) меняет 
значение потерь энергии быстрых электронов в среде. 

Используя формулы (64.14) и (64.16), находим, что полные 
потери энергии электронов в среде при Е» mlv/ffip определя
ются формулой 

(65.7) 

Если же E«mlv/ffip ' то полные ионизационные потери 
энергии электроном в среде определяются формулой (63.11). 

§ 66. Флюктуации ионизационных потерь энергии 
быстрых частиц в веществе 

Потери энергии заряженной частицы в веществе представ
ляют собой статистический процесс, поскольку различные 
столкновения, отвечающие за этот процесс, являются незави

симыми событиями. Поэтому при данной толщине слоя эти 
потери непостоянны, причем вероятность заметных флюктуаций 
оказывается значительной. По этой причине формула (63.l), 
в действительности, определяет только среднее значение потерь 
энергии на единице длины, и возникает вопрос об учете 
флюктуаций в потере энергии при прохождении частицы через 
вещество. Чтобы учесть флюктуации, введем в рассмотрение 
функцию распределения по энергиям для быстрых частиц, 
прошедших через слой вещества заданной толщины и потеря
вших часть своей энергии в результате столкновений с эле
ктронами среды. Слой вещества мы будем считать не очень 
толстым, так чтобы полные средние потери энергии были 
малы по сравнению с начальной энергией Ео . 

Обозначим посредством Лх, d) функцию распределения 
частиц по энергиям на глубине х проникновения частиц 
в среду. Она представляет собой вероятность того, что частица 
с заданной начальной энергией, проходя через слой толщины 
х, потеряет долю своей энергии, заключенную в интервале 
между d и d + dd. Функция f нормирована условием 
S ddf(x, d) = 1. Получим кинетическое уравнение, определяющее 
эту функцию. 

Пусть И! (Е, Е) - отнесенная к единице пути вероятность 
потери энергии Е частицей с энергией Е. Поскольку ионизаци
онные потери энергии считаются малыми по сравнению с Ео, 
то вместо Е в w (Е, Е) можно написать Ео . При этом мы 
будем записывать 1J! (Ео ,Е) как }V (Е). Приравняв изменение 
функции распределения dx (df /dx) на длине dx разности между 

281 



числом частиц, приобретающих заданную энергию Е в резуль
тате потерь на ионизацию на пути dx, и числом частиц, 
покидающих данный интервал энергий, приходим к следу
ющему уравнению для функции распределения: 

Бо 

dj(x,d)= S dEW(E)[f(x, д-Е)-f(х, д)]. (66.1) 
dx о 

В качестве верхнего предела интегрирования здесь можно 
подставить Е= 00, так как f(x, Д)=О при д<О и W(E)=O 
при Е>Ео . 

Уравнение (66.1) впервые было получено и применено для 
анализа флюктуаций ионизационных потерь энергии быстрых 
частиц в веществе Ландау [14]. 

Уравнение (66.1) не содержит независимых переменных 
х и Д явно. Это позволяет искать решение при помощи 
преобразования Лапласа. Проведя это преобразование по 
независимой переменной д, запишем 

00 

<р(р, х)= J dДf(Д)е- РА . (66.2) 
о 

В свою очередь, f(д) следующим образом может быть 
выражено через <р (р ): 

1 +ioo+" 
f(x, д) = -: J dp <р(р, х) еРА, (66.3) 

2ш_ ioo +" 

где интегрирование производится вдоль прямой линии, парал
лельной мнимой оси и сдвинутой вправо от последней (а > О). 

Умножая обе части уравнения (66.1) на ехр( -рд) и ин
тегрируя по д, легко получаем 

d 00 

-<р(р, х)= -<р(р, хН dE w(E)(I-е -РЕ). 
dx о 

(66.4) 

При х=О, т. е. на поверхности, где частица входит в слой, 
должно выполняться условие f(O, д)=О(д), которое означает, 
что на этой поверхности имеется одна частица с энергией 
Е=Ео . Тогда из (66.2) находим, что <р(р, 0)= 1 при х=О. 
Интегрируя уравнение (66.4) с этим начальным условием, 
получаем 

(66.5) 
о 

Подставляя это решение в (66.3), получим следующее общее 
выражение для функции распределения, выраженной через 
вероятность W(E): 

1 ioo+" 00 

f(x, д)=-: J dpexp [рд-х J dE w(E)(I-е -РЕ)]. (66.6) 
2ш_ iоо +" О 
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Формула (66.6), в принципе, дает решение нашей задачи 
в общем случае. Для возможности ее применения необходимо 
знать функцию W(E); вообще говоря, вид этой функции найден 
лишь для энергий, больших по сравнению с энергией элек
тронов в атоме. Однако можно показать, что в случае, когда 
потери энергии не слишком малы, необязательно знать эту 
функцию полностью. 

Если в области переменных Е и р, дающих существенный 
вклад во входящие в (66.6) интегралы, выполняется условие 
Ер«I, то экспонента eXP(-РЕ) в (66.6) может быть разложена 
в ряд по переменной (РЕ). Сохранив первые три члена 
разложения, легко показать, что распределение флюктуаций 
имеет гауссов вид: 

f(x, Ll) = (271Х Ll5)-1/2 ехр [_ (Ео-Е-х Ао)2], (66.7) 
2Xd5 

где Llо-среднее значение энергии, потерянной частицей на 

единице длины, и Ll5 - флюктуации этих потерь энергии, 
Ео Ео 

~o= J dH W(E), Ll5= J dH 2 W(E). (66.8) 
о о 

Если в (66.7) пренебречь флюктуациями потерь энергии, 

т. е. перейти к пределу Ll5 --+ о, то распределение частиц по 
энергиям примет вид 

f(x, Ll)=(5(Eo -Е-хLlо ), (66.9) 

откуда следует, что после прохождения слоя вещества толщины 

х среднее значение потерь энергии частицы равно (х ко). Учет 
флюктуаций приводит к тому, что расхождение частиц по 
энергиям имеет некоторый разброс относительно наиболее 
вероятного значения. Относительный разброс частиц по энер-

гиям определяется выражением <§ о 1 J 2х Ll5) и увеличивается 
с глубиной пропорционально ~x. 

Рассмотрим теперь условия применимости формулы (66.7). 
При выводе этой формулы предполагалось, что потеря энергии 
частицей в веществе мала по сравнению с энергией, т. е. 

xLlo«Eo. (66.10) 
Кроме того, требуется, чтобы ширина распределения была 
велика по сравнению с наибольшей энергией, передаваемой 
частицей атомному электрону, 

J х Ll5 »Етах · (66.11) 
Эти неравенства определяют область глубин, для которых 

распределение частиц по энергиям имеет гауссов вид: 

(66.12) 
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При нахождении ~6 согласно (66.8), достаточно учесть 
вклад только близких столкновений частицы с атомными 
электронами. Энергия, передаваемая при этом атомному эле
ктрону, велика по сравнению с энергией его связи в атоме, 
поэтому электроны атома можно рассматривать как свободные. 
Вероятность передачи энергии в электрону в этом случае 
определяется, согласно (65.3), формулой 

( ) _ 2пе4nе 
w В ---2-2' 

mv е 

Тогда с учетом выражения для втах получаем 

~ 2 = 2пе 4nе W 
о mv 2 тах' 

(66.13) 

(66.14) 

Подставляя это соотношение внеравенства (66.12), приходим 
к следующим ограничениям на толщины х, для которых 

справедлива формула (66.7): 

16Lim«x~o«1, Бо «М2 , (66.15) 
м Ео т 

где Li-логарифмический фактор в формуле (64.17) для ~o*)' 
Если быстрая частица - электрон или позитрон, то втах = Бо 

и условие (66.11) малости передаваемой энергии при одном 
столкновении по сравнению с энергией частицы не выполняется. 
В этом случае существенными могут оказаться большие 
флюктуации потерь энергии и использованное при выводе 
формулы (66.7) разложение подынтегрального выражения пе
рестает быть справедливым. Ландау было показано [14], что 
распределение частиц по энергиям с учетом выражения (66.13) 
для вероятности w (В) может быть записано в виде интег
рального представления 

1 
j(x, ~) = ~ СР(А), (66.16) 

1 ;00+0-

CP(A)=---: S duехр(ulПU+АU), 
27t1_;00 +0-

(66.17) 

А = ~ - 1 Д - (lп ~ + 1 - G ). (66.18) 

Здесь G = 0,577 - постоянная Эйлера, 

(1 v2)I2 
ln в' = ln - 2 + V 2. 

2mv Wmax 

*) Для нерелятивистских тяжелых заряженных частиц в некоторых случаях 
удается получить аналитические выражения для распределения частиц по 

энергиям и на больших глубинах проникновения частиц в среду, чем глубины, 
удовлетворяющие условию (66.15); см. монографию [15]. 
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Таким образом, функция двух переменных f(x, d) оказалась 
равной произведению ~ - 1 на универсальную функцию от 
безразмерной переменной А. Последняя представлена на 
рис. 9.3. Эта функция имеет максимум при А= -0,05. При
веденный график показывает, что на-
иболее вероятное значение потерь 0,2 'f 
энергии дается выражением 

~o=~(ln~+0,37 ), 

которое более 
формула Бете 
величины. 

точно, чем обычная 
и Блоха для этой 

Из приведенного на рис. 9.3 графи
ка следует также, что слева от мак-

симума (d<Ko, т. е. когда потери 
энергии меньше, чем наиболее веро
ятные) функция q> (А) убывает очень 
быстро; справа же от максимума 

(d>Ko) эта функция убывает значи
тельно медленнее. 

0,1 

Рис. 9.3. График функции q>(л.), 
определяющей распределение ча

СТИЦ по энергням на заданной 

глубине (66.16); ло=О,О5 

Отметим, что формулой (66.16) можно пользоваться также 
и для описания потерь энергии тяжелых частиц, если условие 

х d 6 »Е;'ах не выполняется. 

§ 67. Торможенне электронно-позитронных пар 
и быстрых молекул при прохождении через вещество 

в предыдущих параграфах мы видели, что существенный 
вклад в ионизационные потери энергии быстрых частиц 
в среде вносят прицельные расстояния от движущейся частицы 
порядка bmax-V/ffip ' Если в пределах этих расстояний на 
близком расстоянии друг от друга будет двигаться не 
одна, а несколько заряженных частиц, то существенной 
может оказаться интерференция полей, связанных с этими 
частицами. При этом ионизационные потери энергии частиц 
могут отличаться от потерь в случае, когда частицы находятся 

достаточно далеко друг от друга. Такая ситуация имеет 
место, например, при образовании в веществе высокоэне
ргетической электронно-позитронной пары. Действительно, ко
мпоненты электронно-позитронной пары большой энергии 
расходятся под малыми углами 3-т/Е± друг к другу. 
При этом, как отмечалось в § 13, на участке пути порядка 
иЕ+ /тюр от точки зарождения пары на больших расстояниях 
от - частиц вследствие интерференции поля электрона и по
зитрона будут частично компенсировать друг друга, в ре
зультате чего ионизационные потери энергии пары должны 
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быть меньше удвоенных потерь эверши электрона .). MЫ~ изложим теорию этого эффекта, следуя работе [17 ].t,"~,' 
Если позитрон и электрон в данный момент времени:~ 

t находятся в точках r 1 (t) И r 2 (t), то потери энергии пары ~ 
в единицу времени paBHbI~i 

'1 

dE± = е [v 1 E(r 1 )-v2Е (r2 )], (67.1)j 
~ J 

где v1 и v2 -скорости позитрона и электрона, а Е-элект- ~ 
рическое поле частиц пары. Поле Е (r, () можно рассматривать~ 
как поле в макроскопической среде, вызванное плотностями J 
заряда р и тока j: ~ 

р = e8(r - r 1 (t)) - e8(r-r2 (t )), (67.2)j 
j =ev1 8(r-r 1(t))-ev 2 8(r-r2 (t)). ,~ 

Подставляя эти соотношения в уравнения (64.1) для фурье- '~ 
компонент потенциала электромагнитного поля и решая эти i 
уравнения, легко показать, что фурье-разложение поля E(r, [); 
имеет вид: 

E(r, () = ~ fd 3k {У 1 001 -kjf:(ООl) е ik(r-r,) VzOOz -kje(ooz) e ik(r-r2)}, (67.3) .',:,' 
2п 2 k 2 -ООIf:(ООl) kZ-оо~jе(ооz) 1 

, 
где Е(m)-диэлектрическая проницаемость среды, соответст
вующая частоте m; {О 1 =kv1 и m2 =kv2 . При выводе этого. 
соотношения предполагалось, что траектории зарядов являются ; 
прямолинейными. 

Подставляя (67.3) в (67.1), получим 

dE± =2 dE - _ Т (67.4) 
dt dt ±' 

(67.5) 

в рассматриваемом процессе поперечное расхождение ком
понент пары значительно больше продольного. Действительно, 
последнее пропорционально V2 -V 1 ~(m/E)2, в то время как 
первое определяется углом разлета пары Э~m/Е и углом 
многократного рассеяния. Поэтому при вычислении Т + можно 
заменить в экспоненте k(r2 -r1 ) на skx , где S=X2 -x1 -pac
стояние между частицами пары в плоскости, ортогональной 
V 1 или v2 • После этого в (67.5) можно выполнить интег-

*} На этот эффект впервые обратил внимание Чудаков [16], 
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рирование по k z так же, как это было сделано при интег
рировании по ffi в формуле (65.12). В результате находим, что 

Т =e2ro;fdk dk cosskx 2 2 2К ( ) + х у 2 2 е ffi р о Sffi p , 
- 1t kx+ky+ro; 

(67.6) 

где Ko(Sffip)-модифицированная функция Ханкеля. 
Подставляя (67.6) в (67.4), приходим к следующей формуле 

для потерь энергии образующейся в веществе электронно
позитронной пары: 

(67.7) 

При больших значениях расстояний S между компонентами 
пары, когда Sffip/V» 1, интерференционный эффект исчезает и 

dE±=2 dE - . 
dt dt 

(67.8) 

Если же выполняется условие Sffip'-~V « 1, то можно вос-
пользоваться представлением ко(х) ~ ln (2/ух), где 
y=expG=I.78. При этом 

(67.9) 

Таким образом, при S ffip/V« 1 ионизационные потер~ 
энергии образующейся в веществе электронно-позитроннои 
пары, оказываются меньшими удвоенной ионизации электрона. 

Заметим, что аналогичный эффект имеет место при так 
называемом «кулоновском взрыве» быстрых молекул в тонком 
слое вещества [18, 19]. А именно, если быстрая молекула, 
состоящая, например, из двух протонов, влетает в мишень, 

то в пределах нескольких атомных слоев валентный электрон 
отрывается от молекулы. В результате образуются два протона, 
летящих в направлении движения молекулы и находящихся 

на близком расстоянии друг от друга. Вследствие кулоновского 
расталкивания расстояние между протонами увеличивается 

с ростом глубины их проникновения в мишень. 
Если скорость молекулы будет достаточно велика по 

сравнению со скоростью, приобретаемой частицами в резуль
тате кулоновского расталкивания, то частицы в течение 

длительного времени будут находиться на расстоянии S друг 
от друга, меньшем V/ffi p . При этом, В отличие от рассмот
ренного выше случая образования пары, поля протонов на 
больших расстояниях от частиц будут складываться, в резуль
тате чего ионизационные потери энергии компонент молекулы 

будут больше удвоенных потерь энергии протона. 
Действительно, в рассматриваемом случае при вычислении 

потерь энергии можно воспользоваться формулами (67.1) 
и (67.2), с той лишь разницей, что знак во вторых слагаемых 
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в этих формулах необходимо изменить на обратный. При 
этом, в отличие от (67.7), полные потери энергии будут 
определяться формулой 

dЕ++_2е2Ю~[1 J2тv 2 Wmax К ( -1).] --- -- n + о so) v . 
~ v v ' 

(67.10) 

Отсюда находим, что если расстояние между протонами 
достаточно велико (sO),lv» 1), то потери энергии dE++ldt 
совпадают с удвоенными потерями энергии протона 

dE++ =2dEp. 
dt dt 

(67.l1) 

При SO),lv«1 согласно (67.l0), 

dE++ >2dEp. 
dt dt 

(67.12) 

Таким образом, когда быстрая молекула пролетает через 
тонкий слой вещества и происходит ее ионизация, тогда если 
расстояние между протонами меньше величины v 10)" потери 
энергии компонент молекулы оказываются большими удво
енных потерь энергии протона. Аналогичная ситуация имеет 
место и при развале молекул, состоящих из трех и большего 
числа протонов (см., например, [18]). 

§ 68. Торможение при каиалировании 

При выводе формулы (64.17) предполагалось, что рас
пределение электронов среды по прицельным параметрам 

относительно движущейся частицы является равномерным. 
Такая ситуация имеет место при прохождении частицы через 
аморфную среду, в которой положения атомов распределены 
хаотично. Если же движение происходит в регулярной среде, 
например в монокристалле, то возможно отклонение рас

пределения электронов среды относительно движущейся ча
стицы от равномерного. Потери энергии частицей в этом 
случае могут отличаться от потерь энергии в аморфной 
среде. 

Для того чтобы разъяснить, в чем здесь дело, рассмотрим 
ионизационные потери энергии при движении быстрой частицы 
в монокристалле вдоль одной из его кристаллических осей. 
В этом случае, как показано в гл. 5, возможно явление 
каналирования, при котором частицы движутся в каналах, 

образованных цепочками атомов кристалла, отклоняясь от
носительно оси канала на малые углы. Движение положительно 
и отрицательно заряженных частиц в кристалле в этих условиях 

существенно различается, поэтому мы рассмотрим отдельно 

потери энергии положительно и отрицательно заряженных 

частиц. 
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Определим вначале потери энергии положительно заряжен
ных частиц (ионов, протонов, позитронов, мюонов, 1t-мезонов 
и др.). Если угол \jf между импульсом частицы и кристалличес
кой осью мал по сравнению с критическим углом осевого 
каналирования, то, как мы видели, положительно заряженные 

частицы не могут подходить на близкие расстояния р ......, R 
к атомам решетки, где электронная плотность максимальна, 

и, следовательно, близкие столкновения частицы с электронами 
среды в этом случае будут подавлены по сравнению со 
случаем движения в аморфной среде. При выводе формулы 
Бете и Блоха мы видели, что основной вклад в ионизационные 
потери энергии вносят как далекие, так и близкие столкновения 
частицы с электронами среды. Существенным при этом 
является то, что при высоких энергиях вклады в потери 

энергии, обусловленные далекими и близкими столкновениями, 
оказываются примерно одинаковыми [20, 21]. 

Действительно, если мы разделим область прицельных 
параметров bmax'1:!:,b'1:!:,bmin на интервалы bmax '1:!:,b'1:!:,R и R'1:!:,b'1:!:,bmin , 
где R-радиус атома Томаса-Ферми, то, как легко прове
рить, вклады в (63.9), вносимые далекими (b>R) и близкими 
(Ь < R) столкновениями, будут примерно одинаковы. В случае 
прохождения положительно заряженных частиц через кристалл 

под малым углом к одной из его осей (Чt~Чtс) близкие 
столкновения оказываются подавленными по сравнению со 

случаем аморфной среды, поэтому формула (63.9) должна 
быть модифицирована с учетом этого результата. Имея в виду 
получение качественных оценок для потерь энергии частицы 

в кристалле на основе изложенных соображений, формулу 
(63.9) можно заменить выражением 

dE =(dE) [(1-СХ)+СХ n(r)], 
dt dt а nе 

(68.l) 

где сх'1:!:, 1/2-коэффициент, определяющий долю полных потерь 
энергии (dE/dt)a, связанную с близкими соударениями (послед
няя величина в случае прохождения частицы через кристалл 

должна быть модифицирована), n (r) - локальная плотность 
электронов в кристалле в точке нахождения частицы 

и nе-средняя электронная плотность в кристалле. Слагаемое 
(l-ct)(dЕ/dt)а в (68.1) определяет вклад в потери энергии, 
обусловленный далекими столкновениями; слагаемое 
(ctn (r)/ nе )(dE/ dt)a определяет вклад, обусловленный близкими 
столкновениями. 

Мы видим, что величина dE / dt определяется локальной 
плотностью электронов в решетке на траектории частицы, 

поэтому формула (68.1) должна быть усреднена по различным 
траекториям. Учитывая, что при малых значениях угла \jf между 
импульсом частицы и кристаллической осью изменение плот
ности n (r) между последовательными столкновениями частицы 
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с атомами решетки мало, входящую в (68.1) величину 
n(r) можем заменить на среднее значение этой плотности 
вдоль оси z: 

+d/2 

n(r)-n(p)=~ f dzn(r). 

-d/2 

В интересующей нас области углов \)1 (\)1 < \)Ic) столкновения 
частицы с различными цепочками атомов можно рассматривать 

как случайные, поэтому для нахождения среднего значения 
потерь энергии можно воспользоваться формулой § 58: 

+00 +00 

/ dE) =.!. f db f d't dE(p,{-t)) 
\~ а2 ~ , 

-00 -00 

где dE(p,('t))/dt-потеря энергии при столкновении с отдельной 
ц'шочкой атомов. В результате приходим к следующему 
В;:'lражению для среднего значения потерь энергии: 

/dE)=(dE) [1-(Х+(Хn*(~J.)J, 
\ dt dt а nе 

где 

РО +d/2 

n*(E.L)=~: f pdp f dzn(r). 

Рт;П -d/2 

Здесь Pmin И Ро определяются из соотношений 

и n - плотность атомов. 

1 ,1,2 E.L=-E'JI , 
2 

(68.2) 

(68.3) 

Формула (68.3) показывает, что при \)1 «\)Ic величина 
Pmin»R, и, следовательно, n*(E.L) будет определяться только 
плотностью валентных электронов в решетке. Для тяжелых 
элементов число валентных электронов мало по сравнению 

с полным числом электронов, поэтому n * «nе и мы приходим 
К следующему выражению для средних потерь энергии по

ложительно заряженных частиц: 

/dE)~(1_(X)(dE) . 
\ dt dt а 

(68.4) 

Так как (X~ 1/2, то величина <dE/dt) оказывается примерно 
в два раза меньшей соответствующей величины для аморфной 
среды. 

Если же \)I>\)Ic, то n*(E.L)=ne и, согласно (68.2), потери 
энергии в кристалле и в аморфной среде совпадают. Заметим, 
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однако, что этот результат относится к частицам, совер

шающим хаотическое движение в поперечной плоскости (для 
таких частиц столкновения с различными цепочками атомов 

можно рассматривать как случайные). При Ф>Фс однако, как 
показано в § 40, некоторая часть частиц пучка может совершать 
регулярное движение вдоль кристаллических плоскостей, причем 
уже при значениях \j! порядка нескольких критических углов 
каналирования, доля частиц, совершающих регулярное движе

ние, значительна, поэтому при больших значениях углов 
\j! среднее значение потерь энергии должно определяться 
с учетом различного характера движения частиц в поперечной 
плоскости (см. по этому поводу работы [22, 23]). 

Рассмотрим теперь ионизационные потери энергии движу
щихся в кристалле отрицательно заряженных частиц (элект
ронов, 1t-мезонов и др.). Анализ этого процесса, как и в случае 
положительно заряженных частиц, может быть проведен на 
основе формулы (68.1). При этом различие между процессами 
потерь энергии положительно и отрицательно заряженных 

частиц будет обусловлено только различием траекторий этих 
частиц в кристалле. 

Если же угол Ф между импульсом частицы и кристал
лической осью достаточно мал (\j!"-'фс) и частица совершает 
надбарьерное хаотическое движение в поперечной плоскости, 
то среднее значение потерь энергии отрицательно заряженных 

частиц будет определяться формулой (68.2) с той лишь 
разницей, что входящая в нее величина Pmin должна быть 
положена равной нулю. При этом n*=nе и, следовательно, 

(68.5) 

При ф<\j!с наряду с надбарьерным движением возможно 
явление каналирования отрицательно заряженной частицы. 
Каналированная частица движется в области с большей средней 
плотностью электронов среды, чем надбарьерная частица, 
поэтому потери энергии каналированной частицы, обусловлен
ные близкими соударениями, должны быть больше соответ
ствующих потерь энергии в аморфной среде. Для оценки 
этого эффекта определим потери энергии в случае, когда 
траектория каналированной частицы определяется только точ
кой ее влета в кристалл, т. е. когда перераспределение частиц 
по поперечным энергиям мало. 

Средние значения потерь энергии в этом случае могут 
быть записаны в виде 

т 

/dЕ)=(dЕ).{[I_Ф('I')] ~fd2 1 fd'tdE(P(t))} 
\ dt dt а '1' + а2 Ро Т(Ро. w) dt' 

(68.6) 

о 
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где ф(\j1)-доля частиц, захваченных в канал при входе 
параллельного пучка частиц в кристалл. 

Первое слагаемое в квадратных скобках в (68.6) определяет 
долю частиц, совершающих надбарьерное движение: второе 
слагаемое определяет вклад каналированных частиц. Подстав
ляя в (68.6) соотношение (68.1), находим, что 

/ dE) =(dE) {1-ф(\j1)+(1-~)ф(\j1)+~ n~(Е-L)}, (68.7) \ dt _ dt а nе 

где 

т 

n~ = :2 fd 2 Ро (1 ) fdTn (р (т: )). 
а Т Po,~ 

(68.8) 

О 

При ф-+0 существенный вклад в интеграл по т: в (68.8) 
вносят значения L\т:-4R/Чtс. Период колебания в этом случае 
по порядку величины равен Т- 2д / Чt; область интегрирования 
порядка па 2 /8; плотность электронов n(р) максимальна в об
ласти р;:;5 R и по порядку величины в этой области равна 
n (р ) - 1/ 7tR 2 d. Таким образом, по порядку величины 

~<~~ 
nе - 4 R· 

(68.9) 

С учетом этой оценки имеем 

/dE) _(dE) [1-~Ф(Чt)+~~J. \ dt _ dt а 4R 
В случае движения частиц в кристалле кремния вдоль оси 
(111) отношение ajR порядка 8, Ф(\j1)-О,8 (см. рис. 5.11), и, 
следовательно, при ~~ 1/2 имеем 

(dE) '"'-'1,6(dЕ). 
\ dt _ dt а 

Таким образом, при каналировании отрицательно заряжен
ных частиц ионизационные потери энергии должны быть 
несколько выше потерь энергии в аморфной среде*). 

§ 69. Радиационные потери энергии быстрых частиц 
во внешнем поле 

При движении во внешнем электромагнитном поле быстрая 
заряженная частица теряет свою энергию на излучение. Опре
делим величину этих потерь (они называются радиационными) 

.. ) Двукратное уменьшение ионизационных потерь энергии быстрых по
ложительно заряженных частиц при про хождении через кристалл вдоль 

кристаллической оси и небольшое увеличение потерь энергии для отрицательно 
заряженных частиц наблюдалось во многих экспериментах (см. обзоры [24,25}). 
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при движении электрона или позитрона высокой энергии 

в слабонеоднородном внешнем поле. Рассмотрим вначале 
излучение в рамках классической электродинамики. 

Спектральная плотность излучения электрона в классической 
электродинамике была получена в § 3. Проинтегрировав эту 
формулу по частотам, получим радиационные потери энергии 
частицей во внешнем поле 

(69.1) 

-00 

где W = V - ускорение частицы. 
Эти потери энергии могут быть выражены также непосред

ственiЮ через напряженности электрического и магнитного 

полей. Используя уравнение движения частицы в заданном 
электромагнитном поле, находим, что 

00 

ДS=~ f dt (Е-[У, Н]):-(Е, у). 
3т2 l-v 

(69.2) 

-00 

Заметим, что вместе с энергией теряется и импульс частицы. 
Потеря импульса определяется формулой, аналогичной (69.1): 

др=2е 2 fdtv w2 _[v, W]2 
3 l-v 2 

Мы видим, что для релятивистских частиц полные потери 
энергии на излучение в основном пропорциональны квадрату 

энергии движущейся частицы. Исключение составляет только 
движение в электрическом поле вдоль направления поля. 

В этом случае, согласно (69.2), излучение оказывается не 
зависящим от энергии. 

Если движение электрона происходит по окружности в по
стоянном магнитном поле, то согласно (69.2) 

d.f =2е4Н 2 Е2 (69.3) 
dt 3т2 . 

Величина, обратная dS / dt, представляет собой произведение 
скорости частицы на силу, действующую на частицу в резуль

тате излучения электромагнитных волн. Последняя при высоких 
энергиях пропорциональна Е 2. Сравнивая эту силу с внешней 
силой еР, где F - напряженность внешнего поля, находим, 
что при выполнении условия 

e 3 F 
2( 2) »1 (69.4) m l-v 

торможение излучением является основной действующей на 
частицу силой. Потери энергии частицей на единице длины 

293 



в этом случае можно считать связанными только с силой 

радиационного торможения. При этом 

dE ( ) 2 
dx = -К Х Е , (69.5) 

где координата Х параллельна скорости частицы и 

К(х)= 2е: [(Ey -Нz )2+(Еz +Ну )2]. 
3т 

(69.6) 

Здесь Еу , Ну и Ez , Нz-компоненты векторов Е и Н, 
параллельные осям у и z. 

Интегрируя уравнение (69.5), находим 
х 

~= ~o + f dx' К(х'), (69.7) 

-00 

здесь Ео - начальная энергия электрона. 
Полагая в (69.7) Х-+СХ), видим, что при Ео-+сх) конечная 

энергия электрона стремится к конечному пределу, не зави

сящему от Ео . Таким образом, после пролета через поле 
энергия частицы не может превысить значения Ест определя
емого равенством 

+00 f dxK(x). (69.8) 

-00 

Этот результат был получен Померанчуком [26] при изучении 
излучения электронов космических лучей в магнитном поле 
Земли. 

Обсудим теперь условия применимости полученных формул. 
При выводе этих формул мы пользовались классической 
теорией, что можно считать оправданным, если напряженность 
внешнего поля в системе покоя частицы мала по сравнению 

с полем порядка e/,~=т2 /е 3 на «краю электрона», где 
'0 - классический радиус электрона [27]. В лабораторной 
системе это условие приводит к неравенству 

е 3 
2"РЕ«1. 
m 

(69.9) 

Кроме того, требуется, чтобы были малы эффекты, связан
ные с отдачей при излучении. Последние, как показано в § 15, 
при высоких энергиях определяются параметром 00/ Е, поэтому 
условие 00 «Е должно выполняться в области характерных 
частот излучения электрона во внешнем поле. В электромаг
нитном поле напряженности Р, согласно (5.8), оо"'еFу 2т -l, 
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и, следовательно, условие малости отдачи при излучении 

имеет вид 

еЕ 
э Е«l. 
т 

(69.10) 

Это неравенство является более жестким, чем неравенство 
(69.9), вытекающее из условий применимости классической 
электродинамики. Иными словами, квантовые эффекты начина
ют играть роль раньше, чем ограничения, связанные с при

менимостью классической электродинамики. 
Заметим, что неравенство (69.10) не противоречит неравен

ству (69.4), так что существует интервал энергий Е, в котором 
оба эти неравенства могут быть выполнены одновременно. 
Это означает, что существует интервал энергий, в котором 
эффекты, связанные с отдачей, малы и в то же время потери 
энергии частицы определяются силой радиационного торможе
ния, а не внешнего поля. Для этого необходимо, чтобы 
энергия частицы удовлетворяла неравенствам 

л:;2 Е m 2 

-«-«-. 
е З F т еЕ 

(69.11) 

С ростом энергии частицы и с увеличением напряженности 
внешнего поля неравенство ш« Е нарушается в области 
характерных частот излучения, и, следовательно, в этом случае 

необходим учет эффекта отдачи. Рассмотрим роль этого 
эффекта на примере излучения электрона в постоянном маг
нитном поле. 

Спектральная плотность излучения быстрого электрона 
в магнитном поле с учетом эффекта отдачи, испытываемой 
частицей при излучении, была получена в § 17. Проинтег
рировав эту формулу по частотам в пределах от ш=О до 
ш = Ео , получим 

(69.12) 

где x=eHym- 2 • 

При Х « 1 эта формула с учетом первой квантовой 
поправки дает 

dtCH=dtCc'(1_55~ + ... ), 
dt dt 16 Х (69.13) 

где d~cl/dt=2e4 Н 2 Е 2 /3m 4 -классическая полная интенсив
ность излучения электрона в магнитном поле. 

Если же х» 1, то основной вклад в интеграл по х в (69.12) 
дают х« 1. В этом случае в первом приближении по параметру 
Х -1 в подынтегральном выражении Ф' (х) можно заменить 
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на значение этой функции в нуле Ф'(О)= -3 1 /б Г(2/3)/2fi, 
в результате чего получаем 

dCH = 32Г(2/3)е 2т 2 (3 )2/3 ~O 82е2m 2 (еНЕ)2/3 
dt 243 Х , тЗ (69.14) 

Отметим, что радиационные потери энергии в этом случае 
растут с энергией по закону Е 2/3 , в то время как согласно 
классической теории потери энергии растут, как Е 2 • Различие 
между обоими результатами обусловлено тем, что при выпол
нении вычислений по формулам классической электродинамики 
максимум излучения находился бы в области частот т» Е, 
тогда как согласно квантовой теории должно выполняться 
условие т::;;,.Е. Таким образом, классический максимум спек
трального распределения излучения при выполнении условия 

х» 1 в действительности не достига-
~ ется. 

График функции 11 = @" ~ / @" ~I при 
произвольных значениях Х представлен 

на рис. 9.4. 
Полученные результаты показыва

ют, что при движении электрона в по-

n,+ стоянном магнитном поле изменение 

n'2 

о 0,5 1,0 ~5 
sx 

зависимости радиационных потерь эне

ргии частицы от энергии самой части
цы связано с учетом эффекта отдачи 
при излучении и имеет место только 

в области очень высоких энергий Е. 
Это, однако, не означает, что в случае 

Рис. 9.4. График функции 11 (3х), 
определяющей радиационные меньших энергий, т. е. при энергиях, 
потери энергии быстрой частицы для которых В области характерных 
в магнитном поле с учетом частот излучения выполняется условие 

эффекта отдачи т « Е, при рассмотрении излучения 
электронов квантовым эффектом отдачи можно пренебречь. 
А именно, оказывается, что его необходимо учитывать при 
анализе спектрального разброса излучающих частиц. 

Чтобы показать это, рассмотрим распределение по энергиям 
электронов, движущихся в магнитном поле по окружности 

[28]. Это распределение, очевидно, будет изменяться со 
временем вследствие излучения фотонов. При этом функция 
распределения частиц по энергиям П (Е, () к моменту времени 
t будет определяться уравнением 

00 

~П(Е)=fdт[П(Е+т)Wе(Е+т, т)-П(Е)wе(Е, т)], 
dt 

(69.15) 

о 

где we(E, т)-отнесенная к единице длины вероятность излуче
ния электроном с энергией Е фотона с энергией т. 
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Заметим, что полученное уравнение для П (Е) по сущест
ву совпадает с соответствующим уравнением (66.1) для 
функции распределения быстрых частиц, теряющих свою 
энергию на ионизаuию. Различие между двумя этиCl.Ш урав
iiениями состоит только в конкретном виде функций н'(Е) 
Е 11-'е (Е, ш). 

Характерные частоты излучения фотонов в интересующей 
нас об.'IaСТИ энергий электронов малы, поэтому в (69.15) 
~,южет быть выполнено разложение по пара:\1етру ш/ Е. Первые 
три члена разложения и:v.еют вид 

lС'е (Е+ш, ffi)П(Е+ffi)~П (Е)Н'е(Е, с.о)+ 

+ш ё~[П(Е)И!е(Е, ffi)J+~ffi2 f:~2[П(Е)Н'е(Е, ffi)J+ ... 

При этом уравнение (69.15) при обретает вид 

~П(Е)= :"[П(Е)~(Е)]+~ ~г22 [П(Е)Д2(Е)], 
~ сЕ 20Е 

(69.16) 

где 

'УС х 

~ = J dffi ffi ~~'e (Е, ш). Д 2 = S dffi ffi 2 ~t'e (Е, ш). (69.17) 
а а 

Если общие потери энергии ча~пщей H~ излучение малы, 

то входящие в (69.16) величины д(Е) и д2(Е) могут быть 
заменены на Д (Еа ) и Д 2 (Ео ), где Еа - начальная энергия 
электрона. Решение уравнения (69.16), удовлетворяющее гранич
ному условию 

П(Е, t)lt=o=8(E-Ео ), 

и\-tеет вид 

(69.18) 

Это выражение для П (Е) ;.,!Ожет быть ПО:lучено также из 
фО}2\1УЛЫ (66.7), если в поспе,1Ней заменить L1 0 и д6 на L\ (Ео ) 
и ,6.2 (Еа ). 

Входящие в (69.18) вели'IИНЫ f" (Ба) н t, 2 (Ео ) определяют 
средние зна чепия потерь энергии на излучение и средние 

значения флюктуаций этих потерь энергии на единице пути. 

1 j А. И. АХI,сзер, Н. Ф. Шу .• ъг<t 297 



Подставляя в (69.17) формулу для вероятности излучения 
электроном фотона в магнитном поле, находим, что 

d2(Eo)=~ е4Н 2 (Ео)5, (69.19) 
24Jз m 2 f?lH т 

где ~н=Е/еН-радиус орбиты электрона. Зная d 2 (Eo), 
легко найти флюктуацию радиуса орбиты электрона в ма
гнитном поле: 

( А )2 -2 ( )2 55 е 2 (Ео)5 LJ.~H =~H- ~H =---- - t. 
24Jз m 2 f?lH т 

(69.20) 

Это выражение совпадает с соответствующим результатом 
работы [29 ), полученным другим путем. 

Формула (69.20) показывает, что за время, равное периоду 
одного колебания, смещение радиуса орбиты электрона на 
1 см может произойти уже при у'" 10. При изучении же 
средних потерь энергии в этом случае эффектом отдачи при 
излучении можно пренебречь. 

§ 70. Радиационные потери энергии релятивистских электронов 
в аморфной среде 

Быстрая заряженная частица при движении в веществе 
теряет свою энергию не только на ионизацию и возбуждение 
атомов среды, но и на излучение электромагнитных волн. 

Вероятность последнего процесса обратно пропорциональна 
квадрату массы частицы, поэтому для тяжелых частиц, таких 

как протоны, мезоны и др., основными являются ионизаци

онные потери энергии, тог да как легких частиц (электронов 
или позитронов) радиационные потери энергии могут стать 
не только значительными, но и определяющими при прохож

дении частиц через вещество. Рассмотрим вначале радиаци
онные потери энергии быстрых электронов (позитронов) 
в аморфной среде.J 

Процесс излучения быстрого электрона разыгрывается на j 
длине когерентности, продольный размер которой растет '.~.~ .... 
с ростом энергии частицы. Если эта длина будет мала по 1 
сравнению с длиной свободного пробега частицы в веществе I 
между последовательными столкновениями с атомами, то;] 

процессы излучения на этих атомах можно считать незави- . 
симыми. При этом вероятность излучения на единице пути '.i 
может быть связана с сечением излучения на отдельном атоме, 
соотношением 

dw=ndcry, (70.1) .. 

где n-плотность атомов среды. В случае частиц высоких 
энергий величину dcry можно определить, используя борновское 
приближение. .. 
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В борновском приближении, как показано в § 12, сечение 
излучения электрона в поле отдельного атома пропорционально 

квадрату фурье-компоненты потенциала атома. При этом 
спектральное распределение излучения существенно зависит 

от соотношения между радиусом экранировки потенциа

ла атома R и длиной когерентности Ic=2EE' /т 2 ro. 

Рис. 9.5. График функций Ф 1.2 (~), определя· 
юuцих влияние эффекта экранирования по

тенциала атома на тормозное излучение 

Вводя атомный формфактор в модель атома Томаса-Ферми, 
спектр излучения релятивистских электронов можно записать 

в виде [30, 31] 

day=~22e;:~ {(Е 2 +Е'2)[ Фl (~)-~ lп2 J-~EE'[ Ф2(~)-~IП2]}, 
(70.2) 

где ~=200e2R!lc, Е'=Е-ro, Фl(~) и Ф2(~)-ФУНКЦИИ' изоб
раженные на рис. 9.5. 

Величина ~, пропорциональная (R/ /с), определяет эффект 
экранирования, т. е. влияние на излучение экранирования поля 

ядра внешними электронами. При больших значениях ~ (~» 1) 
эффект экранирования отсутствует и сечение излучения опре
деляется формулой 

da =4Z2e6dro(E2+E'2_~EE')\ (/lп2ЕЕ'_~). (70.3) 
у т 2 roЕ 2 3 тro 2 

Если же ~« 1, то можно говорить о полном экранировании; 
в этом случае Фl (О)=41п 183, Ф2(0)=41п 183-2/3 и сечение 
(70.2) приобретает вид 

da = 4z2e6dro{(E2+EI2_~EEI)]n 1832 -1fЗ+~ЕЕI}. (70.4) 
У т 2 roЕ 2 3 9 

Сечение излучения в этих условиях, в отличие от случая 
~» 1, при заданном отношении ro / Е не зависит от первичной 
энергии частицы. 

На рис. 9.6 представлена зависимость сечения тормозного 
излучения от отношения энергии фотона к энергии электрона 
(Е» т), справедливая при произвольных значениях параметра 
~. Вычисления выполнялись по формуле (70.2) при взаимодей
ствии электрона с атомом свинца. 
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Ри~. 9.6. Зависимость сечения, тормозного излучения электрона в ПО"'Iе атома свинца 
от энеРI-ИИ излученного фотоиа при различных значениях энергии излучающей частицы 

(цифры у кривых в эВ). По оси ординат отложена функция F, связанная с сечением 

dcr Е-т т 2 

излучения (70.2) соотношением F=ro dro ---;;- Z2e6 

Определим теперь средние значения полных радиационных 
потерь энергии электрона при его движении в веществе. Эта 
величина, отнесенная к единице пути, очевидно, равна 

Е 

dE=_n rrodcry • 
dt .. J . (70.5) 

о 

Подставляя в эту формулу сечение (70.3), находим, 
что в случае ~» 1, когда эффектом экранирования можно 
пренебречь, 

-= -4nЕ ln--- --о dE (2Е 1)Z2e 6 

dt rn 3 rn 2 

в случае же полного экранирования получаем 

dE = -4nЕ ln (183Z -1/3)(1 + Т'I) Z2~б , 
~ rn 

(70.6) 

(70.7) 

где 11=ljl81п(183Z- 1 / З ). Величина 11 мала по сравнению 
с единицей (для свинца, например, 11 ~0,015). Пренебрегая 
этой величиной, запишем (70.7) в виде 

dE 

d/ 

Е 

Lя ' 
(70.8) 

где LR-радиационная ДJIИна, определяемая формулой (20.10). 
Тarшм образом, мы ВИДИМ, что при высоких энергиях 

радиационные потери энергии электрона в веществе пропор

циональны энергии частицы, причем расстояние, на I,OTOPOM 
проксходит сущеСТВенное изменение энергии дЕ ~ Е, по порядку 
величин:ы равно радиационной длине. 
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Сравним радиационные потери энергии электрона в вещест
ве с ионизационными потерями. Последние, как показано 
в § 63, в отличие от радиационных, растут с энергией 
логарифмически, поэтому начиная с некоторой энергии Е = Е * 
эти потери сравниваются между собой и при дальнейшем 
увеличении Е радиационные потери энергии будут превосходить 
ионизационные (величина Е * носит название критической 
энергии [33 ]). Используя формулы (70.8) и (63.1), легко 
про верить, что величина Е * по порядку величины равна 

Е* = 1600m/ Z. (70.9) 

Для свинца, например, Е*= 10 МэВ; для меди-55 МэВ; для 
воздуха - 200 МэВ. 

Другое характерное различие между радиационными и ио
низационными потерями энергии состоит в том, что в первом 

случае одна и та же энергия теряется посредством меньшего 

числа взаимодействий, но более крупными порциями (см. 
рис.9.3 и 9.6). Поэтому если электроны данной энергии, 
проходя через заданный слой вещества, теряют практически 
одну и ту же энергию на ионизацию, то в потерях энергии 

на излучение имеется значительный разброс. Чтобы оценить 
последний эффект, воспользуемся кинетическим уравнением 
для функции распределения частиц в среде по энергиям (66.1). 
Это уравнение использовано Ландау для изучения разброса 
частиц по энергиям с учетом ионизационных потерь. Но этим 
уравнением, очевидно, можно воспользоваться также и для 

изучения разброса частиц по энергиям, связанного с излуче
нием. Такой подход справедлив, если возможно пренебречь 
ролью образования электронно-позитронных пар в веществе. 
(Этот эффект будет рассмотрен в следующей главе.) 

Подставляя в уравнение (66.1) в ка честве функции w (Е) 
вероятность радиационных потерь энергии частицы (70.1), 
получим уравнение для распределения частиц по энергиям на 

глубине (: 

dj(E, t)= rdO:m dcr, [f(E-со, ()-ЛЕ, t)]. 
dt .J dro 

а 

(70.10) 

Рассмотрим подробнее случай полного экранирования, когда 
lс» R. В этом случае вероятность излучения определяется 
только отношением со/Е, поэтому решение уравнения (70.1 О) 
удобно искать, используя преобразование Меллина [32]. Ин
теграл Меллина определяеп:я соотношением 

M(s)= J dy ySJ(y). (70.11) 
а 
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Обратное преобразование при этом имеет вид 

f(У)=2~ifdSУ-(S+1)М(S), (70.12) 

с 

где путь интегрирования С проходит параллельно мнимой 
оси внутри полосы сходимости (см. [33 ]). 

Используя формулы (70.11) и (70.4), теперь легко показать, 
что интеграл Меллина, соответствующий функции распределе
ния частиц по энергиям, удовлетворяет уравнению 

d:;S) = -А(s)М(s), (70.13) 

где 

1 

А (s)= f dv [l-(l-v )S] nLR d:~V), v=i, 
о 

с учетом граничного условия ЛЕ,О)=О(Е-Ео ), которому 
соответствует интеграл Меллина M(s,O)=Et, имеем 

M(s, z)=Etexp[ -zА(s)]. 
С целью упрощения вычислений иногда используется [30] 

аппроксимация формулы (70.4) для вероятности излучения 
функцией вида 

тогда 

A(s)=ln(1+s). 
ln 2 

(70.14) 

Обратная формула Меллина (70.12) при этом приводит К сле
дующему выражению для функции распределения: 

1 f (Ео ! E)S+ 1 
Е z =-- ds j( , ) 2тtiEo (l+s )zi1n 2· 

с 

Путь интегрирования здесь проходит параллельно мнимой 
оси справа от начала координат. Если замкнуть контур 
интегрирования полукругом бесконечного радиуса в левой 
части комплексной переменной s и учесть сингулярность 
в точке s = - 1, получим . 
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Эта формула совпадает с соответствующим результатом работ 
[30, 34], полученным другим путем. 
Мы пользовались при получении формулы (70.15) кинетичес

ким уравнением (66.1). Обратим внимание на то, что этим же 
уравнением мы пользовались для нахождения распределения 

частиц, теряющих энергию на ионизацию (как это впервые было 
сделано Ландау [14]), а также для исследования распределения 
частиц по энергиям при излучении во внешнем поле. Различие 
между этими процессами определяется только тем, что в урав

нение (70.1) входят различные вероятностные функции. 

§ 71. Потери эиергии на излучеиие частицами 
высоких энергий в кристаллах 

При движении релятивистских электронов и позитронов 
в кристалле под малыми углами к кристаллическим осям 

и плоскостям проявляются когерентные и некогерентные эф
фекты в излучении. По этой причине радиационные потери 
энергии частицы в кристалле будут складываться из потерь 
энергии, обусловленных когерентными и некогерентными эф
фектами в излучении. Определим эти потери энергии при 
движении частиц в кристалле в различных условИ,Ях {28]. 

Рассмотрим вначале случай, когда движение частицы в кри
сталле происходит под углами к кристаллическим осям или 

ПЛОСКОСТЯМ,значительно превышающими критические углы 

осевого и плоскостного каналирования. Спектральная плот
ность излучения в этом случае, как показано в гл. 4, определя
ется формулами борновского приближения. Проинтегрировав 
эти формулы по частотам излученных фотонов, получим 
следующее выражение для радиационных потерь энергии на 

единице длины: 

dE - = ~n (Е) + ~cob (Е), 
dt 

(71.1) 

где 

Е 

А ·fd dcrn 
L1n = n 0)0) - , 

dro 
(71.2) 

о 

Е 

А fd dcrcoh L1coh = n 0)0) -- . 
dro 

(71.3) 

о 

Входящие в эти формулы сечения излучения dcrn и dcrcoh 
определяются формулами (27.9) и (27.11). 

Сечение некогерентного излучения dcrn , как показано в § 27, 
с точностью до 5 --:- 20% совпадает с сечением dcrBH излучения 
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электрона в ПО.'Jе отдельного атома, поэтому с той же 
точностью можпо считать, что 

Е ,.. 
л I d dcrBH Е 

L1 n =n 0)(0=--=- . 
.J dw L R 

(71.4) 

О 

Сечение же когерентного излучения dcrcoh является довольно 
сложной функцией энергии частицы, частоты излученного 
фотона и углов ориентации кристаллических осей относительно 
пучка. Некоторые упрощения возникают в случае, когда 
движение частицы происходит вблизи одной из кристаллических 
осей (оси z ), но вдали от плотно упакованных атомами 
кристаллических плоскостей, т. е. таких плоскостей, среднее 
расстояние между соседними атомами в которых велико по 

сравнению с постоянной решетки. Столкновения частицы 
с различными цепочками атомов, расположенными параллельно 

оси z, в этом случае можно считать случайными. При этом 
сечение d cr coh зависит только от двух параметров - параметра 
~1 = \jJZcI R, определяющего отношение длины когерентности 
к длине порядка R / \jJ, на которой на частицу эффектно 
действует поле цепочки, и параметра ~2 = m / Е, учитывающего 
отдачу при излучении. Если при этом характерные частоты 
когерентного излучения ш- 2y 2\jJ / R малы по сравнению с Е, 
то при вычислении величины дСОh можно пренебречь отдачей 
при излучении и распространить интегрирование по m в (71.3) 
до бесконечности. В результате приходим к следующему 
выражению для дсоh : 

где 

Е Е 

дСОh = 11 m 2 d L R ' 

4n [1 (1 и 2 \ ~iR2Е'( и 2 )] 11=Зlп18ЗZ 1!з . + +R2)e l- R2 , 

(71.5) 

u2 -среднее значение квадрата тепловых колебаний атомов 
в решетке и Ei (х) - интегральная показательная функция: 

ос ,.. 
Ei ( - х ) = - I ~ е - с. 

J t 
х 

При u 2 « R 2 входящий В (71.5) коэффиuиент 11 по порядку 
величины равен единице: 

~ ln - - 1 - G + О -4n [R 2 (и 2 )] 
11 3in(18ЗZ-1;З) u2 · . R 2 ' 

где G~O,577. 
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Сравнивая величины до" и досоь , видим, что при Е« т 2 d 
радиационные потери энергии электрона в кристалле обуслов
лены некогерентным эффектом в излучении, а при E»m 2 d 
основной вклад в потери энергии вносит слагаемое, опреде
ляющее когерентное излучение. В последнем случае средняя 
потеря энергии электрона в кристалле Z досоь будет порядка 
энергии частицы Е на глубинах z, много меньших радиационной 
длины. Если при этом толщина кристалла будет достаточно 
мала, так что Z до,,« Е, то распределение электронов по 
энергиям с учетом флюктуаций будет определяться формулой 
(69.18), в которой следует положить 

до2= 56;:; ~ Е51j1 
15IПI8ЗZ-l!3т2dLRт2Ju2 ' 

где Ео-начальная энергия электрона. 
Если же Z досоь « Е, то в соответствии с 

(71 .5) и (69.7) среднее значение энергии электрона 
Z будет равно 

f:(z)=Eo (1 +11 :oz )-1 
т dL R 

(71.6) 

формулами 
на глубине 

(71.7) 

Заметим, что ~(E) и E(Z) не зависят от величины угла 
\jf между импульсом электрона и кристаллической осью z. 
от \jf зависит только область применимости формул (71.4), 
(71.5) и (7] .7): требуется, чтобы характерные частоты излучения 
были достаточно малы, (f) ...... у 2 \jf / R« Е. С ростом энергии 
частицы это условие нарушается, и необходимо учитывать 
эффект отдачи при излучении. 

Рассмотрим еще один предельный случай формул теории 
когерентного излучения релятивистских электронов в кристалле, 

когда выражения для потерь энергии частицы существенно 

упрощаются. При достаточно высоких энергиях условие 
oR/V;« 1 может быть выполнено вплоть до значений (f)""E. 
В этом случае, как показано в § 29, сечение когерентного 
излучения только множителем А ...... R/ 4\jJd отличается от соот
ветствующего сечения излучения на изолированном атоме. 

Используя этот результат, легко проверить, что 

(71.8) 

и, следовательно, при А» 1 основные потери энергии электрона 
в кристалле будут определяться когерентным эффектом в из
лучении. Функция распределения частиц по энергиям в этом 
случае может быть получена из соответствующей функции 
распределения частиц по Е в аморфной среде (70.15), если 
в последней заменить радиационную длину L R на :vюдифи
цированную радиационную длину L*=LR/A. 
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С уменьшением угла "', когда значение этого угла становит
ся сравнимым с критическим углом осевого каналирования 

частиц "'С формулы теории когерентного излучения перестают 
быть справедливыми. В этом случае необходим учет влияния 
отклонения траектории частицы от прямолинейной на излуче
ние. Соответствующие спектральные распределения излучения, 
справедливые при "';:5 "'С были получены и проанализированы 
в гл. 7 и в § 62. Проинтегрировав эти спектральные распределе
ния излучения по частотам, получим полные радиационные 

потери энергии частиц в кристалле при "';:5 "'с. При этом, 
согласно (62.11), для надбарьерных электронов некогерентная 
часть потерь энергии не зависит от '" и совпадает с соответству
ющим результатом теории когерентного излучения: 

(71.9) 

Для позитронов же зависимость д.;; от '" определяется тем 
же множителем, что и зависимость от '" величины (dg/dffi)n, 

00 

д.;; = :~ Е3 f pdpA (р), 
f р* 

(71.10) 

где eUr(P*)=~E\jI2 и Ur(р)-непрерывный потенциал цепочки. 
Аналогичные результаты справедливы и для когерентной 

части потерь энергии. Так, для надбарьерных электронов при 
ffi",y2\j1/R«E, согласно (49.3), величина д.СОh не зависит от 
'" и определяется формулой 

(71.11 ) 

тогда как для позитронов 

(71.12) 

р* 

Таким образом, при '" ;:5 "'С полные радиационные потери 
энергии надбарьерных электронов и позитронов существенно 
различаются, причем потери энергии электронов оказываются 

большими, чем потери энергии позитронов. Связано это с тем, 
что при "';:5 "'с позитроны не подходят на близкие расстояния 
к оси цепочки, где велики градиенты среднего поля цепочки, 

и, следовательно, излучение в этом случае оказывается подав

ленным. 

Полученные выше формулы показывают, что радиационные 
потери энергии быстрых частиц в кристалле, вообще говоря, 
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зависят от величины угла '" между импульсом частицы 
и кристаллографической осью. С глубиной проникновения 
частиц в кристалл угол '" меняется, поэтому для нахождения 
полных потерь энергии в толстых кристаллах необходимо 
знать распределение частиц по углам 0/ на глубине z. 
Если это распределение известно, то среднее значение потерь 
энергии при прохождении заданной толщины будет опре
деляться формулой 

L 

АЕ= J dz J d"'f(z, "')А(Е). (71.13) 
о 

В частности, для надбарьерных электронов, согласно (71.9) 
и (71.11), величина А (Е) от '" не зависит (условия, при 
которых этот результат справедлив, отмечены выше), поэтому 
даже при значительном перераспределении частиц по углам 

потери энергии будут определяться формулой 

АЕ-=L(~+Т\ ~ >~), АЕ«Е. (71.14) 
L R т d L R 

Подчеркнем, что этот результат справедлив, если электрон 
на всем пути в кристалле является надбарьерным. 

В случае электронов при "';::;"'с наряду с инфинитным 
возможно финитное, отвечающее каналированию, движение 
частицы в поле одной или нескольких цепочек атомов кристал
ла. Каналированные электроны чаще подходят на близкие 
расстояния к оси цепочки и больше времени проводят в области 
с большим градиентом потенциала, чем надбарьерные элек
троны, поэтому радиационные потери энергии каналированных 

электронов должны быть больше радиационных потерь энергии 
надбарьерных электронов. Для определения средних потерь 
энергии каналированных электронов существенно знать их 

функцию распределения по поперечным энергиям. В общем 
случае эта задача в настоящее время не решена*). По этой 
причине этот вопрос здесь не рассматривается. 

*) В работах [35, 36] был рассмотрен вопрос о распределении электронов 
по поперечным энергиям при аксиальном каналировании на основе уравнения 

Фоккера - Планка в предположении, что процесс перераспределения частиц 
развивается адиабатически. Однако в работах [37] было показано, что условие 
адиабатичности развития процесса перераспределения частиц по поперечным 
энергиям в широком интервале энергий частиц не выполняется. 



Г л А В А 10 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ЛИВНИ 

ПРИ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЯХ 

§ 72. Основные уравнения каскадной теории ливней 

Если заряженная частица (для определенности будем рассмат
ривать электрон) проходит через вещество, то она теряет свою 
энергию вследствие столкновений и излучения. Большая часть 
энергии, теряемой при столкновениях, расходуется на ионизацию 
и возбуждение атомов. Если энергия сравнительно невелика, то, 

как показано в § 70, эти потери значитель
но превосходят потери на излучение. Если 
же электрон обладает большой энергией, 
то в основном он теряет ее на излучение. 

В этом случае электрон интенсивно 
излучает фотоны, энергия которых срав
нима с энергией электрона. При своем 
движении в веществе фотоны рождают 
электронно-позитронные пары, которые, 

\ "'1 в свою очередь, излучают фотоны, а по-
\ следние снова превращаются в элект-

~ 
ронно-позитронные пары (рис. 10.1). 

е+ е_ Таким образом, при движении быст-
I рог о электрона в веществе происходит 

, )'.у е_ процесс размножения частиц - электро-
У; нов, позитронов и фотонов. Этот про-
,~ цесс размножения носит название эле-

е_ е+ ктромагнитного ливня. Ливень может 
Рис. 10.1. Развитие электро- быть создан не только электроном боль
магнитного каскада в веще- шой энергии, но и фотоном большой 

стве энергии. Качественное объяснение воз-
никновения ливня было дано в работах Бабба и Гайтлера 
[1] и Карлсона и Оппенгеймера [2]. Количественная теория 
ливней была затем развита Ландау и Румером [3], а также 
Таммом и Беленьким [4]. Эта теория базируется на кинетичес
ких уравнениях, которым удовлетворяют функции распределе
ния электронов и фотонов, движущихся В веществе. Разъясним 
прежде всего, как выводятся эти уравнения*'. 

Су!Цественны:vl является тот факт, что при высоких энергиях, 
которыми мы здесь только и будем интересоваться, электрон 

*) \1ы следуем ниже работе Ландау иРумера [3] и ИСПО,'J.ьзуем из:южение 
Росси и Грейзена [5 J. 
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излучает фотоны, летящие, в основном, в направлении его 
движения, а фотон рождает пару, летящую, в основном, 
в направлении импульса фотона. Поэтому мы :-,{ожем исходить 
из одномерной картины ливня, и вопрос тогда заключается 
в выяснении того, как зависит число частиu ливня от энергии 

и глубины проникновения его в вешество. 
Образование пар фотоном, движушимся в веществе, а также 

излучение жесткого фотона электроном, движушимся в вешестве, 
представляют собой квантовоэлектродинамические эффекты, не 
описываемые классической механикой. Т ем не менее, кинетические 
уравнения для частиц ливня могут быть сформулированы по 
образу классического уравнения Больuмана. Дело в ТО ",,1 , что 
плотность частиu в ливне невелика и поэтому квантовые эффекты, 
связанные со статистикой электронов и фотонов, не про являются. 

Обозначим через П(Е, t)dE и Г(Е, t)dE-числа заряженных 
частиц (электронов и позитронов) и фотонов на глубине t от 
поверхности слоя вешества, обладаюшие энергией в интервале 
(Е, E+dE). Пусть, далее, wy(E, E')dE' представляет собой 
вероятность (отнесенную к единице длины пути) образования 
в веществе фотоном с энергией Е электрона с энергией 
в интервале (Е', Е' +dE') (при этом рождается одновременно 
позитрон с энергией Е-Е'), а н·е(Е, E')dE' -отнесенная 
к единице пути вероятность излучения в веществе электроном 

(или позитроном) фотона с энергией в интервале (Е', Е' +dE'). 
Тогда изменение распределения заряженных частиu на единице 
длины за счет образования пар будет равно 

'" 

[ dП(Е,IJ] f ) ( ) dt р =2 Г(u, t Н'у и, Е du. 

Е 

Множитель 2 здесь возникает потому, что всегда рождаются 
две частицы - электрон и позитрон. Изменение распределения 
частиц на единице длины, обусловленное излучением, определя
ется формулой 

~ Е 

[dП~~, 1)]R = f П(u, t)И'е{U, u-E)du-f П(Е, t)ИJе(Е, E-u)du, 

Е о 

где первое слагаемое определяет число частиu, которые, 

излучая фотоны, переходят из области энергий большей, Чбl 
Е, в энергетический интервал (Е, E+dE), а второе слагаемое
число частиц, уходящих из энергетического интервала 

(Е, E+dE) за счет излучения, в об."1асть энергий, iI-!еньших Е 
, Общее изменение функции распределения частиц на е;:щнице 

Гdп-j [dП-'1 пути равно L--;- I + -, . Его следует, очевидно, приравнять 
аГ --,р dL -.J,Н, 
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производной dПjdt, если процесс является стационарным: 

00 

dП(Е, ()=2 fr(u, t)wy(u, E)du+ 
dt 

Е 

00 Е 

+ J П(и, t)we(u, u-E)du-J dиП(Е, t)we(E, Е-и). (72.1) 
Е о 

Аналогичным образом может быть получено кинетическое 
уравнение для функции распределения фотонов. Изменение 
числа фотонов на единице длины, обусловленное излучением 
фотонов электронами и позитронами, равняется 

00 

[dr~, ()1 = f П(и, t)we(u, E)du, 

Е 

а изменение числа фотонов, обусловленное превращением их 
в пары, равняется 

Е 

[dr~, ()1 = - f Г (Е, [)>>'у(Е, u)du. 

о 

Приравняв сумму этих величин dr(E, t)jdt, мы получим 
кинетическое уравнение для функции распределения фотонов: 

00 Е 

f П(и, t)we(u, E)du- f Г (Е, t)wy(E, u)du. 
dr(E, () 

dt 
(72.2) 

Е о 

Уравнения (72.1) и (72.2) являются основными уравнениями 
каскадной теории. Они были получены Ландау и Румером 
с целью исследования протекания ливня в аморфной среде. 
Но, как видно из вывода, предположение об аморфности 
пока нигде не было использовано. Поэтому уравнения (72.1) 
и (72.2) являются общими и не зависят от того, в какой 
среде происходит развитие ливня - в аморфной, кристалличес
кой или даже во внешнем электромагнитном поле. Различие 
между этими случаями будет проявляться только в конкретном 
виде входящих в (72.1) и (72.2) функций W e и W y • 

При выводе уравнений (72.1) и (72.2) мы пренебрегали 
изменениями функций распределения, обусловленными процес
сами ионизационных потерь энергии и комптон-эффектом. 
Учет этих процессов, однако, также возможен и был проведен 
в работах [4, 6-9]. 

В ряде случаев вероятность процесса образования элект
ронно-позитронных пар оказывается значительно меньше веро

ятности излучения фотонов. Уравнения каскадной теории при 
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этом существенно упрощаются и переходят в соответствующие 

уравнения для функций распределения частиц в среде по 
энергиям, если частицы теряют энергию только на излучение. 

Действительно, если в (72.1) и (72.2) пренебречь слагаемыми, 
связанными с образованием электронно-позитронных пар, т. е. 
положить величину W1 равной нулю, то эти уравнения примут 
вид (см. также (70.1u» 

00 Е 

dd~= f П(u, t)we{u, u-E)du-f П(Е, t)we(E, E-u)du, (72.3а) 

Е о 

00 

dr f -= П(u, () we(u, E)du. 
dt 

(72.3б) 

Е 

Мы видим, что в рассматриваемом случае распределение 
электронов по энергиям не зависит от распределения фотонов 
и определяется первым уравнением (72.3). Находя из него 
функцию П(Е, (), можно, согласно уравнению (72.3б), получить 
распределение по энергиям фотонов Г (Е, t). 

§ 73. Развитие электромагнитного ливня 
в аморфной среде 

Рассмотрим вначале развитие электромагнитного ливня 
в аморфной среде. Для простоты будем интересоваться случаем 
достаточно высоких энергий частиц, когда имеет место эффект 
полного экранирования потенциала атома в процессах излуче

ния и образования пар. Тогда вероятности этих процессов 
определяются известными формулами Бете и Гайтлера: 

2 
Е 2 +(Е_Е')2 __ Е(Е-Е') 

W (Е E')=~ 3 
е' LR Е2 Е' , 

2 
Е'2+(Е-Е')2+-Е' (Е-Г) 

wy(E, E')=~ з 3 , 
LR Е 

(73.1) 

где LR-радиационная длина Lii 1 =4Z 2 e 6т -2 п In(183Z -1/3). 

Формулы (73.1) показывают, что при высоких энергиях веро
ятности W e И W y сравнимы между собой, поэтому при изучении 
развития ливня в аморфной среде необходим учет процесса 
образования электронно-позитронных пар. 

Прежде чем пере ходить к решению кинетических уравнений 
(72.1) и (72.2) дадим качественную оценку развития процесса 
ливня в аморфной среде [10, 11]. 
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Формулы (73.1) показывают, что электрон с энергией Е на 
длине в одну радиационную длину излучает фотон с энергией 

порядка ~ Е, а фотон на этой же длине образует электронно-
2 

ПОЗJfТРОННУЮ пару с энергией частиц пары порядка половины 
энергии фотона. Имея в виду полученные качественные оценки 
для числа частиц (электронов, позитронов и фотонов) на 
глубине t»LR , приме:\1, что на каждом шаге развития каскада 
вторичные частицы приобретают одинаковую энергию и что 
энергии ливневых частиц достаточно велики, так что можно 

пренебречь комптон-эФФеКТО:\I и потерями на столкновения. 
Согласно этой модели - она не учитывает флюктуации 

разброса энергии -- электрон с энергией Ео после прохождения 
слоя вещества толщиной в L R образует электрон и фотон, причем 

~ I Е Н ~ 
энергии каждои из этих частиц равны "2 о. а следующеи 

радиационной длине вторичный электрон образует две частицы: 
электрон и фотон, а вторичный фотон образует электронно
позитронную пару. В результате на толщине l=2LR образуется 
четыре частицы, каждая из которых будет иметь энергию, равную 
1 
- Ео . Ана:югично на толщине t = 3LR ливень будет содержать 
4 
восемь частиц: пять электронов, три позитрона и три фотона 

с энергией ~Eo каждый. Тогда после прохождения (t/LR »>l 

радиационных единиц длины полное число частиц будет равно 

N1 = 2 (I!LR >, 

а энергия каждой частицы будет составлять 

E=Eo2(-t;LR ) • 

Таким образом, полное число частиц с энергией, большей 
чем Е, будет возрастать экспоненциально с увеличением 
t вплоть до значений 

t = t (Е) = L R _ln -':с-( Ео-:-! Е--,-) 
ln2 ' 

а при t> t (Е) будет резко спадать до нуля. При этом число 
частиц в максимуме будет равно 

Nmax{E}=Eo!E. 

Нетрудно видеть, что при t»LR число фотонов равно 
примерно трети полного числа частиц в ливне. Следовательно, 

') 

ыакси:vraльное число электронов и позитронов равно ::- N тах (Е). 
3 

Приведенные-оценю! справедливы, если энергии ливневых 
ч?спщ велики по сравнению с критической энергией Е* (см. 
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§ 70). При Е<Е* энергия ливневых частиц (электронов и позит
ронов) будет уменьшаться, в основном, вследствие потерь на 
ионизацию и испускания мягких квантов, при этом будет 

образовываться лишь небольшое число пар с малой энергией. 
Таким образом, на толщине 

tm~LR lп(Е! Е*) 
образуется максимальное число ливневых частиц, равное по 
порядку величины 

Nmax~Eo/E*. 
При (> (т ливень полностью затухает. 

Резюмируя полученные результаты, можно сделать следу
ющие качественные выводы относительно развития электромаг

нитного ливня в аморфной среде. 
- Число частиц на начальных стадиях развития ливня 

растет экспоненциально с глубиной. 
- Число ливневых частиц с энергией, большей чем Е, 

становится максимальным после прохождения толщины слоя 

вещества порядка L R lп(Ео / Е). 
- Максимальное число ливневых частиц с энергией, боль

шей чем Е, пропорционально Ео / Е. 
- Полное число ливневых частиц примерно равно Ео/Е*. 
- Развитие ливня не зависит от природы вещества, если 

толщина измеряется в радиационных длинах и энергии лив

невых частиц велики по сравнению с критической энергией. 
Эти общие выводы будут подтверждены далее точной 

теорией. 
Подставляя вероятности (73.1) в (72.1) и (72.2), получим 

уравнения для функций распределения частиц в аморфной 
среде по энергиям на глубине (. Решения интегральных 
уравнений (72.1) и (72.2) должны удовлетворять определенным 
граничным условиям. Именно, если ливень создается одним 
первичным электроном с энергией Ео , то должны выполняться 
условия 

П(Е,0)=8(Е-Ео ), Г (Е, 0)=0. (73.2) 
Если же ливень создается одним первичным фотоном с энергией 
Ео , то должны выполняться условия 

П(Е, 0)=0, Г(Е,0)=8(Е-Ео ). (73.3) 
Вероятности we и W y согласно (73.1), зависят только от 

отношения энергий частиц (Е' / Е). В этом случае, как от
мечалось в § 70, для решения интегральных уравнений удобно 
использовать преобразования Меллина, т. е. перейти от вели
чины П(Е, () и Г(Е, t) ~ величинам 

00 

пs(t)= J dЕЕSП(Е, (), 
о 

rs(t)= J dEESr(E, t), 
о 
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где s-комплексное число. Ясно, что если этот интеграл 
расходится на нижнем пределе при определенном значении S, 

равном Sa, то он будет расходиться и при всех значениях S, 
дЛЯ которых Re S < Re Sa' Далее, если интеграл расходится на 
верхнем пределе при S=Sb, то он будет расходиться и при 
всех значениях S, дЛЯ которых Res>Resb' Поэтому, если 
интеграл Меллина где-нибудь сходится, то область его схо
димости представляет собой полосу, ограниченную двумя 
прямыми, параллельными мнимой оси. 

Преобразование Меллина может быть обращено. Именно, 
если 

00 

J.= J dEESf(E), 
о 

то 

f(E)=-А fdS Е -(S+l)J., 
_ш 

с 

где контур интегрирования с представляет собой прямую, 
параллельную мнимой оси и расположенную внутри полосы 
сходимости. 

Легко показать, что, выполнив преобразования Меллина 
над уравнениями (72.1) и (72.2), мы придем, используя формулы 
(73.1), к следующим уравнениям для Пs(t) и rs~t): 

LR dП,(t)= -А(s)Пs(t)+ВsГs(t), dt 

L R dг,(t)=С(s)Пs(t)-DГs(t), 
dt 

где А (s), B(S), C(s) и D определяются формулами 

А(S)_~[Г'(S) GJ- s(5s+7) 
-3 r(s)+ 6(s+l)(s+2)' 
288 

B(s)=l+S -3(2+s)+з(3+s)' 
4 4 1 7 

С(S)=Зs-3(S+I)-S+2' D=9' 

(73.4) 

G=O,577 -постоянная Эйлера, r(s )-гамма-Функция. 
Если ливень создается одним первичным электроном с энер

гией Ео , то 

Пs(О)=Е о , Го(О)=О, 

если же ливень создается одним первичным фотоном 
с энергией Ео , то 

Пs(О)=О, Го(О)=ЕО . 
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Решая уравнения (73.4) с учетом этих граничных условий 
легко найти компоненты Меллина Пs(t) и rs(t). Например: 
в случае первичного электрона с энергией Еа они равны 

пs(t) ЕО [(D+л+(s))еЛ+(S)~-(D+л_(s))еЛ-(Ф] 
"-+(s)-"-_(s) , 

Г (t)= C(s)Et [ел+(s)t _еЛ-(Ф] 
s "-+(s)-"-_(s) , 

где 'С= {/ L R , 

Л± = -~(A (s }+D )±J(A (s )-D )2+4B(s) C(s). 

Эти функции при произвольном значении t регулярны при 
s>O и обращаются в бесконечность при s=O. Таким образом, 
положительная полуплоскость представляет собой область 
сходимости для пstt) и rs(t). 

Зная компоненты Меллина пs(t) и rs(t), можно, в принципе, 
найти распределения электронов и фотонов с помощью формул 
обращения: 

+ioo +0 

П(Е, t)dE=:~ f dsE-(S+l)Пs (t), 

dE 
Г(Е t)dE=-, 21ti 

-ioo +а 

+ioo+a f dsE -(s+ 1) rs(t), 

-ico +а 

где а>О, т. е. путь интегрирования представляет собой прямую, 
параллельную мнимой оси, лежащую в положительной полу
плоскости. Вводя вместо Е новую переменную y=ln (Еа / Е), 
перепишем эти формулы в виде 

+ioo +" 

П(Е, t)dE=-::i f ds{н+(s)еУS+Л+~+Н_(s)еУS+Л-~}, 
-ioo +0' 

+ioo +0 

Г(Е t)dE= _ dy 
, 2ni f () уs+'tл.+-~Iпs уs+'tЛ_-~IПS 

dsL s {е 2 -е 2} , 
-ioo +а 

где 

н - D+"-+ Н = _ D+"-_ L= JsC(s). 
+ - "-+ -"-- ' - "-+ -"-- ' "-+ -"-_ 

Подынтегральные выражения в этих формулах представ
ляют собой произведения медленно меняющихся функций 
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н + (s), н _ (s), L (s) и быстроменяющихся экспоненциальных 
функций вида ехр (ys + 'tA.(s ) - n ln s), где n = о, 1/2. Поэтому 
для вычисления интегралов можно использовать метод пере

вала. Точка перевала s=s* находится при этом из уравнения 

у+л.' (s* )'t- sn* =0, 

а выражение в экспоненте раскладывается в ряд по степеням 

s-s*, в котором отбрасываются члены выше второго порядка: 

уs+л.(s )'t-n lns::::::ys* +A.(s*}'t-n lns*+( л."(s* }'t+ s:2) (s-;*y. 
Вынося функции Н + (S)' н _ (S)' L(s} за знак интеграла и беря 
их в точке s=s*, получим окончательно следующее выражение 
для функции распределения электронов: 

П(Е, (}=_1_ H+(s) (Ео )" ~eA.+(s),\ 
.j2rr. Jл'~ (s ). Е Е 

(73.5) 

где s - связано с Е и 't = t / LR соотношением 

'= __ 1_ 1n ЕО • 
л'+ (s) Е 

(73.5а) 

(В этом выражении опущено слагаемое '" ехр (л. _ 't ), так как 
л._<о и 1л.+I<Iл.-I.) 

Аналогичным образом находится Г(Е, (): 

Г(Е t}=_I_ L{s) (Ео)" ~eA.+(s)1: (73.6) 
, .j2rr.JЛ'~(s)'t+l/2з2 Е Е ' 

где s-определяется из уравнения 

'= __ l_(ln Eo_~). 
л'+ (3) Е 2s 

(73.6а) 

L9П 
3 

2 

10 20 

Рис. 10.2. Число электронов и позитронов 
с энергией, большей чем Е, в ливне, 

образованном электроном с энергией Ео , 

как функции толшины мишени 
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На рис. 10:2 представлены 
результаты численного расче

та зависимости функции 

ас 

П(t)= S dЕ'П(Е', () 
Е 

ОТ толщины мишени t при 

различных значениях Ео / Е. 
Приведенные кривые показы
вают, что число частиц в ливне, 

энергии которых превышают 

Е, сначала возрастает с увели
чением (, достигает максималь
ной величины, а затем убывает. 



Определим положение максимумов функций П и Г и значе
ние этих функций в максимумах. С этой целью заметим, что 
зависимость этих функций от t определяется, в основном, 
множителем 

ехр (А+ (s) 't+sy-n lпs). 
Тогда «оптимальная толщина», т. е. толщина, на которой 
функции П и Г достигают максимума, будет определяться 
уравнением 

А+ (s )+( А'+ (s) Т + y-~):;' =0. 

Учитывая уравнения (73.5а) и (73.6а), находим, что А1 (s) = о 
или s = 1. Таким образом, оптимальная толщина равна 

Т= - у-n = 1 01 (IП Ео _ n). 
1..'+ (1)' Е 

При этом значение функции П в максимуме равно 

П = 1 Ео 
тах 

.jlпЕQ/Е-m Е 

Здесь /=0,137, m=0,37, и n= l-для электронов и /=0,137, 
т=О,18 и n=0,5-для фотонов. 

Приведенные формулы показывают, что оптимальная тол
щина возрастает логарифмически с отношением Ео I Е, а полное 
число электронов в максимуме с энергией, большей Е, 
пропорционально этому отношению. 

Изложенная теория справедлива только в области очень 
высоких энергий частиц. А именно, требуется, чтобы выпол
мялось условие Е>Е*, где Е*-значение энергии, при котором 
радиационные потери энергии становятся сравнимы с ионизаци

онными потерями (см. § 70). По мере продвижения ливня 
в глубь вещества энергия частиц уменьшается, и при E~E* 
теория становится неприменимой, так как этой области энергий 
необходим учет процесса ионизации атомов, а также комптон
эффекта. 

Отметим также, что приближения, сделанные выше при 
решении уравнений (72.1) и (72.2), справедливы, если толщина 
мишени превышает радиационную длину. Для малых толщин 
(t~LR) решение уравнений (72.1) и (72.2) можно искать в виде 
рядов Тейлора по степеням t [11]. 

§ 74. Развитие электромагиитного ливия в кристалле 

При движении высокоэнергетической частицы в кристалле 
под малым углом к одной из кристаллических осей или 
плоскостей, как показано в гл. 4, проявляются когерентные 
и интерференционные эффекты в излучении и образовании 
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пар. Благодаря этим эффектам вероятности процессов излуче
ния и образования пар в кристаллах могут значительно 
превышать соответствующие вероятности для аморфной среды. 
Ясно, что когерентные и интерференционные эффекты должны 
про являться И при развитии ливня в кристаллах, причем 

благодаря им ливень в кристалле должен развиться на меньшей 
длине, чем в аморфной среде. 

Первая попытка изучить развитие электромагнитных ливней 
в кристаллических средах была предпринята в работах [12, 
13] в связи с обнаружением в космических лучах нескольких 
событий с аномально большим числом частиц (электронно
позитронных пар) на радиационной длине [14-17] (так 
называемые аномальные ливни ШаЙна). А именно, пред
полагалось, что эти события обусловлены тем, что ливень 
развивается в поликристалле, а не в аморфной среде. При 
этом, однако, были исследованы далеко не все возможности, 
а рассмотренные случаи, по существу, приводили к таким же 

результатам для протекания ливня в поликристалле, что 

и в аморфной среде. . 
В работе [18] была высказана мысль о связи аномальных 

ливней Шайна с явлением излучения электронов и позитронов 
в поликристалле при каналировании и обращено внимание 
на то, что в этих условиях ливень в кристалле может 

развиться на меньшей длине, чем в аморфной среде. 
При исследовании пространственного распределения иони

зации в каскадах, образованных мюонами высоких энергий 
в свинце, были обнаружены так называемые «короткие» 
каскады - каскады, в которых поглощение частиц происходило 

более быстро, чем в обычных электромагнитных каскадах 
[19]. При выяснении причин, приводящих к этим каскадам, 
было обращено внимание на то, что в эксперименте ливень 
развивается не в аморфной среде, а в поликристалле [20]. 

Некоторые различия в протекании ливня в аморфной среде 
и в монокристалле отмечались в эксперименте [21]. 

В работах [22, 23] была предложена теория электромаг
нитных ливней в кристаллических средах, в которой учитыва
ются когерентные эффекты во взаимодействии частиц с ато
мами кристаллической решетки. В этих работах были при
ведены уравнения каскадной теории, описывающие развитие 
ливня в кристалле, и получены решения этих уравнений 
в некоторых простейших случаях. В частности, показано, что 
благодаря когерентным эффектам в излучении и в образовании 
электронно-позитронных пар ливень в кристалле может раз

виться на длине, которая на один-два порядка меньше 

радиационной длины, и что при прохождении быстрых частиц 
через кристалл могут развиться специфические фотонные ливни, 
состоящие из большого числа фотонов, образованных дви
жущейся частицей. В [23] также показано, что при развитии 
ливня в поликристалле когерентные эффекты возможны только 
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в случае, когда размеры зерен поликристалла достаточно 

велики: а именно, необходимо, чтобы ливень успел развиться 
в пределах отдельных зерен поликристалла. Некоторые другие 
решения уравнений каскадной теории, описывающие развитие 
электромагнитного ливня в ориентированном по пучку кристал

ле, были даны в работах [24-27]. 
Переходя к изложению теории электромагнитного ливня 

в кристаллических средах, рассмотрим вначале случай, когда 
движение частиц в кристалле происходит под углами, превос

ходящими критические углы осевого и плоскостного канали

рования, и кроме того, выполняется условие 3, «т/Е, где 
3,-угол рассеяния в пределах длины когерентности. Сечение 
излучения электрона в кристалле в этом случае определяется 

следующей общей формулой (см. (27.9)): 

(74.1) 

где dcrсоь-когерентная и dcrn-некогерентная части сечения 
излучения, определяемые формулами (29.3) и (27.10). Аналогич
ная формула справедлива и для сечения образования элект
ронно-позитронных пар фотоном в кристалле, 

dcr± = dcr;'h+dcr! , (74.2) 

где dcr;'h и dcr! -определяются формулами (34.4) и (34.3). 
Домножив (74.1) и (74.2) на плотность атомов в среде, 

получим выражения для вероятностей процессов излучения 
и образования пар, отнесенные к единице длины, 

dcr 
w =n-

е dw' 

dcr± 
W =n--. 

r dE+ 
(74.3) 

Подставляя эти выражения в (72.1) и (72.2), получим уравнения, 
определяющие развитие ливня в кристалле. Полученные таким 
образом уравнения являются очень сложными, и их решение 
в общем виде может быть найдено только с помощью ЭВМ. 
Связано это с тем, что функции (74.3) являются в общем 
случае осциллирующими функциями энергий частиц и ориен
таций кристаллических осей относительно пучка. Кроме того, 
эти функции зависят не только от отношения энергий частиц, 
как это имело место в аморфной среде, но и от соотношений 
между длинами когерентности процессов излучения и об
разования пар и величинами R/\jJ и a/\jJ, где R-радиус 
экранирования атома, а - постоянная решетки и \jJ - угол 
между импульсом частицы.и кристаллической осью (\jJ«R/a). 

Нас в дальнейшем будет интересовать главным образом 
вопрос о том, как проявляются когерентные эффекты при 
развитии ливня в кристалле, поэтому мы рассмотрим развитие 

ливня в кристалле только в некоторых предельных случаях. 

Особенно прост случай, когда частицы движутся под малым 
углом \jJ к одной из кристаллических осей, но вдали от 
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плотно упакованных атомами кристаллографических плоско
стей. Вероятности процессов когерентного излучения и об
разования пар в этом случае являются плавными функциями 
энергий частиц и ориентаций кристаллических осей относитель
но пучка и определяются простыми формулами (29.5) и (34.8). 
Рассмотрим этот случай подробнее. Заметим предварительно, 
что некогерентные части сечений излучения dcrn и образования 
пар dcr! слабо (на 5 -7- 20% в зависимости от температуры 
кристалла-см. § 27) отличаются от соответствующих выраже
ний для аморфной среды. Поэтому в дальнейшем мы будем 
полагать эти величины равными сечениям излучения и об
разования пар на изолированном атоме: 

Когерентные части сечений излучения и образования пар 
в рассматриваемом случае, согласно (23.5) и (34.8), определя
ются пара метрами 00/ Е, (\jJlc/ R) и (\jJ1 ± / R). На рис. 10.3 

Рис. lO.3. Сечение излучения электроном 

фотона в кристалле вольфрама при задан
ном значении yrла "'=10-3 рад ориентю:щи 
кристадлической оси < 111) относительно 

пучка и различных значениях энергии ча

стиц (прнведены в гэв у крнвых). Функция 
! СРязана с сечением излучения (74.1) СООТ-

dcr m 2 

ношением !=ro dro Z2e 6 

о 42 O,'t 0,6 0,8 

Рис. 10.4. Сечение образования электронно
позитронной пары фотоном в кристалле 

вольфрама при заданном значении yrла 
Ijf = 1 О - з рад между импульсом фотона 
и осью < 111 > и различных значениЯJt 
эвергии фотонов (цриведены в гэв у кри
вых). Функция f связана с сечением об-
разорания пары соотношением 

dcr m 2 

!=оо dE+ Z2e6 

представлены графики функции oodcrjdoo, определяемой по 
формуле (74.1), при различных энергиях падающей частицы. 
Соответствующие графики для сечения образования пар 
dcr±/dE+ представлены на рис. 10.4. Штриховые линии
некогерентная часть сечения, штрихпунктирная - сечение Бе
te-ГаЙтлера. 

Приведенные графики показывают, что в широком ин
тервале энергий дифференциальные сечения излучения и 06-
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разования электронно-позитронных пар в кристалле существен

но превосходят соответствующие величины для аморфной 
среды. По этой причине ливень в кристалле должен развиваться 
быстрее, чем в аморфной среде. 

Полученные результаты также показывают, что если выпол
няется условие 1»R/\jJ вплоть до значений w-E, то вероят
ности излучения и образования пар в кристалле только 
множителем А"", R/4\jJd отличаются от соответствующих веро
ятностей излучения и образования пар в аморфной среде, 

W~AWBH' (74.4) 

Если и 2 =О, то, согласно (29.6), А=1tRj\jJd·2Iп(183z- 1 / З ). 
Соответствующие ливневые функции для кристалла в этом 

случае могут быть получены непосредственно из ливневых 
функций, относящихея к аморфной среде, если в последних 
радиационную длину L R . заменить на модифицированную 
радиационную длину 

(74.5) 

При этом ливень в кристалле будет развиваться на длине, 
в А раз меньшей, чем в аморфной среде. Подчеркнем, что 
такая ситуация имеет место только в том случае, когда 

длины когерентности процессов излучения 1=2E(E-w)/m 2 w 
и образования пар 1+ =2Е+Е_/m 2 О) достаточно велики: 1»RN 
и l± »IN. При этом величина А имеет простой физический 
смысл-она определяет по порядку величины число атомов 

отдельной цепочки атомов кристалла, находящихся на длине 
когерентности. 

Приведенные формулы справедливы, если угол \jJ между 
направлением движения электрона и кристаллической осью 
мало меняется при развитии ливня. Изменение угла \jJ обус
ловливается двумя факторами - излучением фотона (при этом 
изменение угла \jJ по порядку величины равно т/Е) и мно
гократныIM рассеянием электрона на тепловых колебаниях 
атомов решетки: при этом изменение угла \jJ будет порядка 

~\jJ "'" Е. Гс. 
E~~ 

Поэтому для справедливости полученных результатов необ
ходимо выполнение условий 

\jJ2 »тах (E~~, т:). 
Е L R Е 

Если эти условия не выполняются, то при изучении развития 
ливня в кристалле требуется учитывать перераспределение 
частиц по утлам. 
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§ 75. ФОТОННЫЙ лнвень 

Мы рассмотрели развитие ливня в кристалле в условиях, 
когда когерентные эффекты имеют место как при излучении, 
так и при образовании электронно-позитронных пар. Эти 
эффекты проявляются, если длины когерентности процессов 
излучения 1 и образования пар 1+ превосходят постоянную 
решетки а. Существует, однако, -широкая область энергий 
частиц, в которой когерентные эффекты будут про являться 
только при излучении, но не при образовании пары. Такая 
ситуация имеет место, если энергии фотонов, участвующих 
в ливне, сравнительно малы. А именно, требуется, чтобы 
выполнялось условие Ю;$m 2 а. Это условие означает, что длина 
когерентности процесса образования пары мала по сравнению 
с постоянной решетки. При этом длина когерентности процесса 
излучения может быть большой по сравнению с а. 

Действительно, при не очень высоких энергиях фотонов, 
когда выполняется условие 1+ <R/Ч1, вероятность образования 
в кристалле электронно-позитронной пары быстро уменьшается 
с уменьшением энергии фотона (см. рис. 10.4). При этом если 
толщина мишени L будет мала по сравнению с радиационной 
длиной L R , то вероятность каскадного размножения в кристалле 
электронно-позитронных пар будет мала. Что же касается 
процесса излучения, то в рассматриваемом случае возможно 

множественное рождение фотонов. Связано это с тем, что 
условие I?:,R/Ч1, при котором про являются когерентные эффекты 
в излучении, может выполняться при существенно более низких 
энергиях частиц Е, чем энергии, при которых имеют место 
когерентные эффекты в образовании пар. 

Таким образом, при развитии ливня в кристалле могут 
быть выполнены условия, при которых вероятность образова
ния пары много меньше вероятности излучения фотона. В этих 
условиях в кристалле развивается фотонный ливень [22, 23]. 
Это означает, что при прохождении через кристалл, толщина 
которого меньше радиационной длины, электрон может из
лучить большое число фотонов, которые не успеют при своем 
движении в кристалле образовать электронно-позитронные 
пары. Рассмотрим подробнее развитие фотонного ливня в кри
сталле. Начнем со случая, когда фотонный ливень развивается 
при движении частицы под малым углом ч1 к одной из 
кристаллографических осей. 

Если 1+ < О, то в уравнениях (72.1) и (72.2) можно с хорошей 
точностью считать, что вероятность образования пары равна 
вероятности образования пары в аморфной среде, т. е. что 
она определяется формулой Бете-Гайтлера, wу;:::!и,'вп, где 
wtп=ndcrtп/dЕ+. Что касается процесса излучения, то в рас
сматриваемом случае требуется учитывать в сечении как 
слагаемое, описывающее когерентные эффекты при излучении, 
так и слагаемое, описывающее некогерентные эффекты. Послед-
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нее слагаемое, как уже отмечал ось, с хорошей точностью 
может быть заменено сечением излучения электрона на изо
лированном атоме. При этом входящая в (72.1) величина 
W е (Е, (0) приобретает вид 

w(E, OO)=WBH(E, ОО)+И'СОh(Е, (0), (75.1) 

где wвн=ndcrви/dоо и wcoh=ndcrcoh/doo. 
Приведенные выше величины W y и We должны быть 

подставлены в уравнения (72.1) и (72.2), определяющие развитие 
ливня в веществе. Мы будем далее предполагать, что выпол
няются условия 

m 2d«E«т2 Rf1f, 1f«Rfd 

и что толщина мишени мала (L«LR ). При этом можно 
пренебречь образованием электронно-позитронных пар и не
когерентным излучением фотонов, т. е. развитие ливня в кри
сталле будет определяться только одной функцией wcoh' В этом 
случае задача нахождения каскадных ФУНКЦИЙ частиц в кристал
ле сводится к задаче нахождения каскадных функций при 
наличии внешнего поля, причем роль внешнего поля выполняет 

среднее поле кристаллических осей. При этом функция рас
пределения электронов (или позитронов) по энергиям будет 
определяться уравнением (72.3а). Решение последнего уравнения 
в случае надбарьерных частиц было получено и проанализи
ровано в § 72 при изучении потерь энергии быстрых частиц 
в кристалле. В частности, если пренебречь флюктуациями 
потерь энергии, то согласно (69.7) распределение электронов 
по энергиям будет иметь вид 

П(Е, t)=O(E-Ё(t)), (75.2) 

Подставляя это распределение в (72.3б), получим следующее 
уравнение для определения функции распределения фотонов 
по энергиям: 

dr (ы, t) 
dt 

(75.3) 

Когерентные эффекты проявляются не только при движении 
частицы вблизи кристаллографической оси, но и при движении 
вблизи кристаллографической плоскости. Качественная картина 
в развитии ливня в этом случае будет такая же, как и при 
движении вблизи кристаллографической оси. Поэтому мы не 
будем здесь подробно изучать развитие ливня при движении 
частиц вблизи кристаллографической плоскости. Ограничимся 
только рассмотрением того случая, когда область энергий 
частиц такова, что можно пренебречь эффектом образования 
электронно-позитронных пар, т. е. случая, когда задача нахож

дения каскадных функций в кристалле сводится к задаче 
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нахождения каскадных функций при движении частиц во 
внешнем поле (в данном случае речь идет о поле, создаваемом 
непрерывным потенциалом кристаллических плоскостей). Этот 
случай представляет интерес еще и потому, что на нем для 
позитронов можно четко проследить роль эффекта каналирова
ния в развитии ливня в кристалле. 

Если в пределах длины когерентности 1 находится большое 
число атомов кристаллической плоскости, вблизи которой 
происходит движение и достаточно мал угол 8 между плос
костью и падающим пучком, то, как показано в гл. 6, для 
описания движения и излучения частицы в кристалле можно 

пользоваться приближением непрерывной плоскости - потен
циалом кристалла, усредненным по координатам данной плос
кости. При этом, если отсутствует явление плоскостного 
каналирования, т. е. если 8»8е, то интенсивность когерентного 
излучения определяется формулой (43.7). Домножив эту фор
мулу на L -1 И проинтегрировав по частотам, получим потерю 
энергии частицей на единице пути, обусловленную когерентным 
эффектом при излучении: 

nR 2 Е Е 32п2 

Асоь = 1l р -----;;;Т- L R ' ll P =91n(183Z 1/3)· (75.4) 

Сравнивая это выражение для ~COb С величиной ~n' находим, 
что при 1 OnR 2 Ет - 2 »1 основные потери энергии электрона 
будут обусловлены когерентными процессами при излучении. 
В этом случае распределение электронов по энергиям на 
глубине t будет определяться формулами § 69, в которых 
следует положить 

Ё(t)= Ео 
1 +ТlpnR 2 Eot/rn 2 LR • 

(75.5) 

Подставляя найденную указанным выше способом функцию 
распределения электронов в кристалле по Е в (72.3б), можно 
получить распределение фотонов по частотам ro на глубине t. 

Важной величиной, характеризующей процесс излучения 
электронов в кристалле, является полное· число фотонов, 
излученных электроном (или позитроном) на глубине (. Оценим 
длину, на которой число излученных фотонов Г в интервале 
частот О~ro~Ео, О«Ео , превысит единицу. Величина Г может 
быть представлена в виде 

Г=Гсоь+Гп , (75.6) 
где ГСОЬ и Гп-числа фотонов, образованных за счет когерент
ных инекогерентных процессов при излучении. Если t« L R , 

то согласно (73.1) 

(75.7) 
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При этом согласно (43.7) полное число фотонов, излученных 
когерентно при движении вблизи кристаллической плоскости, 
определяется следующим выражением: 

Ео 

f 32е2 u2 
rcoh=t dOOWCOh(Eo,oo)=/ 3 2 р • 

3п т 6d 
Q 

(75.8) 

Сравнивая ГN И ГсоЬ , приходим К выводу, что в кристалле 
за счет когерентных процессов излучение более чем одного 
фотона происходит на глубине t, значительно меньшей Rади
ационной длины L R • А именно, Г-l при t-(8d2 /R )LR • 

Таким образом, мы видим, что даже в достаточно тонких 
кристаллах (t«LR ) может развиться фотонный ливень. 

Полученные выше результаты относятся к случаю, когда 
отсутствует явление каналирования частиц в кристалле. Остано
вимся теперь кратко на выяснении роли эффекта каналирования 
частиц в развитии электромагнитного ливня. Отметим прежде 
всего, что при каналировании положительно заряженные частицы 

не подходят на близкие расстояния к ядрам атомов решетки, 
поэтому для каналированных позитронов слагаемое с dcrn 
в сечениях излучения и образования пар будут малы по сравнению 
с сечениями излучения и образования пар на изолированном атоме. 
В результате оказывается, что при каналировании позитронов 
усиливается роль когерентных эффектов в развитии ,ливня. 

Для каналированных позитронов, движущихся вдоль кри
сталлических плоскостей, имеющих параболическое распределе
ние межплоскостного потенциала (44.1), в диапольном при
ближении, согласно (44.3), 

4е 2 u2 1 
wcoh = 3m26c~ ~ ~ [1-Д(I-~)] е (1-~), 

где ~ = 8d/28c• Подставляя это выражение в (72.3), получим 
уравнения, описывающие развитие ливня фотонов каналирован
ными позитронами в пренебрежении процессом образования 
электронно-позитронных пар. При этом для каналированных 
позитронов 

Полное 
зитронами 

А=8 nR 2 E!!...-
L1 II p 2 L' 

т R 

Ё (t) = ___ Е--='о=-----------=-_ 
1 +8Т1рnR 2 Eot/m 2 LR ' 

(75.9) 

число фотонов, излученных каналированными по
на малых глубинах, определяется соотношением 

8е 2 u2 
r~t--2-P . 

9m 6cd 

Из этого соотношения находим, что Г ~ 1 при 

t-8cd 2 R- 2 LR«LR· 
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§ 76. Влияиие фОТОННОГО ливня на образование в кристалле 
электронно-позитронной пары 

В предыдущем параграфе бьшо показано, что при развитии 
JШвня в КРИСТaJШе могут быть ВЬПIOJшены условия, при которых 
вероятность образования электронно-позитронных пар много мень
ше вероятности излучения фотона. В этих условиях в КРИСТaJШе 
развивается фотонный ливень, инициатором которого является 
электрон. Пусть теперь на кристaJШ падает жесткий фотон, со
здающий в КРИСТaJШе электронно-позитронную пару. Частицы па
ры в свою очередь могут создать фотонный JШвень низкоэнерге
тических фотонов. При этом возникает вопрос, как влияет 
фотонный ливень на вероятность образования в КРИСТaJШе эле
ктронно-позитронной пары жестким фотоном. С этой целью рас
смотрим образование электронно-позитронной пары в КРИСТaJШе, 
тошцина которого меньше радиационной дJшныI [26, 27], причем 
будем считать, что энергия фотона, создающего пару, не очень ве
лика, так что ДJШНа когерентности процесса образования пары 1+ = 
=2Е+Е_/т 2ш мала по сравнению с величиной Rj-ф. Пара в этом 
случае будет образовьmаться только на первом шаге развития 
ливня. Что касается процесса излучения, то в рассматриваемом 
случае возможно множественное рождение фотонов. Связано это 
с тем, что условие lс = 2Е (Е-ш)/т 2ш;:: Rj-ф, при котором прояв
ляются когерентные эффекты в излучении, может ВЬПIолняться 
при существенно более низких энергиях частиц Е, чем энергии, 
при которых имеют место когерентные эффекты в образовании пар. 

Предположим, что образование пары происходит только 
на первом шаге развития ливня, а в дальнейшем возможно 
множественное рождение фотонов (рис. 10.5, а). Тогда уравнение 

Рис. 10.5. Образование электронно-позитронной пары фотоном с учетом (а) и без учета 

(6) последующего излучения частицами пары фотонов 

(72.1), описывающее распределение электронно-позитронных 
пар по энергиям, можно записать в виде 

ею 



где П (Е, () - число электронов и позитронов с энергией Е на 
глубине t проникновения частиц в кристалл и wо-энергия 
падающего на кристалл фотона. 

Если характерные значения энергии ливневых фотонов 
w малы по сравнению с энергией частицы Е, то в (76.1) 
может быть выполнено разложение по этим частотам. В первом 
приближении такого разложения мы приходим к уравнению 

dП д 
-=2wу (юо , Е)+- [.1 (Е) П (Е)]. 
dt дЕ 

(76.2) 

Здесь .1(Е)-среднее значение потерь энергии частицей с энер
гией Е на излучение на единице пути. 

Решение уравнения (76.2) имеет следующий вид: 

000 и 

П(Е, t)=l;;E) f du2wy(wo, и)0 (t-f l;~:)} (76.3) 

Е Е 

где 0 (х)-ступенчатая функция ХевисаЙда. 
Заметим, что если фотонный ливень при образовании пары 

не учитывать (см. рис. 10.5,6), т. е. величину .1 (х) в (76.3) 
положить равной нулю, то 

(76.4) 

Мы видим, что важной величиной, определяющей спект
ральное распределение образующихся в кристалле электронно
позитронных пар, является отнесенная к единице длины потеря 

энергии частицей на излучение .1 (Е). В рассматриваемом 
случае, когда потери энергии связаны в основном с низко

энергетическими фотонами, при движении частиц под малым 
углом '" и кристаллографической оси, согласно (71.5), 

(76.5) 

где d - расстояние между атомами вдоль кристаллографической 
оси, вблизи которой происходит движение, и 11-коэффициент 
порядка единицы, определяемый потенциалом кристаллической 
решетки. 

Формула (76.5) справедлива, если выполняются условия 

ы",2Е2 "'/m 2 R«E, E»m 2 d. 

Она показывает, что даже в очень тонком К:Q.исталле (L«LR ) 

потеря энергии частицей на излучение дД = LtJ.. (Е) может стать 
сравнимой с Е. Это означает, что образование электронно
позитронной пары в этом случае необходимо рассматривать 
с учетом последующего излучения частицами пары фотонов. 
Таким образом, даже в очень тонких кристаллах фотонный 
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ливень может оказать значительное влияние на спектральное 

распределение образующихся в мишени электронно-позитрон
ных пар. 

§ 77. Развитие ливня в поликристалле 

в предыдущих параграфах мы изучали развитие электромаг
нитного ливня в монокристалле. При этом было показано, 
что при высоких энергиях частиц ливень в кристалле может 

развиться на малых длинах: 

в случае кристалла свинца, например, при Е = 1000 ГэВ 
и "'= 10-4 рад., длина L'~("'d/R)LR' на которой развивается 
ливень, по порядку величины равна L * ~ 10 мкм. В этих 
условиях, очевидно, достаточно для наблюдения эффекта, 
чтобы размеры кристалла были такого же порядка, что и L·. 
Иными словами, нет необходимости в больших кристаллах, 
и мы приходим К задаче о развитии ливня не в монокристалле, 

а в поликристалле, зерна которого (кристаллиты) должны 
быть порядка или больше L·. 

При развитии ливня в поликристалле уравнения каскадной 
теории (72.1) и (72.2) должны быть усреднены по ориентациям 
кристаллитов. Если размеры кристаллитов очень малы, r«L', 
то развитие ливня в поликристалле не будет отличаться от 
развития ливня в аморфной среде. Действительно, в этом 
случае изменение ливневых функций в пределах отдельных 
кристаллитов будет незначительным и, следовательно, усред
няться в уравнениях (72.1) и (72.2) должны вероятности 
W.;7,b и Wcob' Дифференциальные по переданным импульсам 
и по энергиям вероятности w.;7,b и Wcob отличаются от 
соответствующих вероятностей для аморфной среды только 
множителем 

(77.1) 

где N-число атомов кристаллика, rn-положения атомов 
в решетке и q-переданный импульс. Усреднив В по всем 
ориентациям кристаллика, легко показать, что В практически 
не отличается от единицы [12, 13]. Если, например, взаимодей
ствие частиц происходит с отдельной цепочкой N атомов, 
расположенных вдоль оси Z, то 

в=_I_ fdO L ехр [iqd{n-k)СОSЭ] = 1-~ (1- qd +2 [qdJ), (77.2) 
4тcN n, k qd 2тс 2тс 
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где Э - угол между q и осью цепочки z и [qd/2n ] - целая 
часть величины (qd/2n). Так как основной вклад в сечения 
излучения и образования электронно-позитронных пар дают 
значения R- 1 ;5q;5т, то поправка к единице в В, обусловленная 
периодичностью атомов в цепочке, пренебрежимо мала. При 
этом средние значения вероятностей излучения и образования 
пар в кристаллите практически не будут отличаться от 
вероятностей излучения и образования пар в аморфной среде 
и, следовательно, развитие ливня в поликристалле будет 
происходить так же, как и в аморфной среде. Иными словами, 
в этом случае на длине порядка радиационной длины LR 
в поликристалле (веществе, состоящем из кристаллитов) должен 
появиться по крайней мере один фотон или одна электронно
позитронная пара. Этот результат справедлив, если размеры 
кристаллитов достаточно малы; а именно, если размеры зерен 

r малы по сравнению с длиной L', на которой развивается 
ливень в кристалле. 

Если же размер кристаллитов будет сравним с длиной 
L', то этот вывод будет несправедлив, так как в этом случае 
ливневые функции будут существенно изменяться в пределах 
отдельных кристаллитов. При этом на длине порядка L R 
может образоваться уже не одна частица, а большое число 
частиц - фотонов и электронно-позитронных пар. Таким об
разом, для того чтобы проявлялся эффект быстрого развития 
ливня в поликристалле, необходимо, чтобы размер зерен 
поликристалла был сравним или превосходил длину L '. 

Для того чтобы на длине L R в поликристалле образовалось 
большое число ливневых частиц, необходимо, чтобы на этой 
длине хотя бы один кристаллит с r.<; L' имел малый угол 
между кристаллографической осью (или плоскостью) и им
пульсом частицы. Ясно, что на длине L R такое столкновение 
частицы с кристаллитом будет случайным. Оценим в этой 
связи вероятность появления большого числа ливневых частиц 
в поликристалле на радиационной длине. 

Когерентные эффекты при развитии ливня в кристалле 
проявляются как при движении частиц под малым углом 

Ф « R/ d к одной из кристаллографических осей, так и при 
движении под малым углом 8«R 2 /d 2 к одной из кри
сталлографических плоскостей. Оценим сперва вероятность 
того, что частица на длине L R столкнется с кристаллитом 
размера r<;L* под малым углом Ф к его плотно упакованным 
атомами кристаллическим осям. Эта вероятность по порядку 
величины равна 

где Nr-число кристаллографических осей в 
плотно упакованных атомами. Величина 2ф2 

(77.3) 

кристаллите, 

представляет 
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собой отношение телесного угла, в котором угол между 
импульсом частицы и одной из кристаллографических осей 
меньше "', к полному телесному углу; множитель LRjr по 
порядку величины равен числу кристаллов, с которыми стал

кивается частица на длине LR . При r",L*, где L*",(",djR)LR , 

согласно (77.3), 

Ij1R 
wr",Nrd· 

Аналогично находим вероятность того, что на длине L R 

частица столкнется с кристаллитом размера r ~ L; под малым 
углом 8 (8«R 2 jd2 ) к плотно упакованным атомами кристал
лографическим плоскостям: 

(77.4) 

где Nр-ЧИСЛО кристаллографических плоскостей, плотно упа
кованных атомами. При r",L;, где L;",(8d2 R- 2 )LR , искомая 
вероятность 

не зависит от угла 8. 
Сравнивая величины WA' и W r , находим, что в интересующей 

нас области углов'" и tJ ("'«Rjd, 8«R 2 jd2 ) 

Wp»Wr • 

При ориентации кристаллических плоскостей (100), (110), 
(111), (121), (112) и (211) под малыми углами к импульсу 
частицы в эксперименте хорошо заметны когерентные эффекты 
при излучении (см., например, работы [28-30]). Учитывая 
только эти плоскости, находим, что W p '" 10-2. 



ПРИЛОЖЕНИЯ 

1. Вычисление континуального интеграла (23.6) 

Для вычисления континуального интеграла (23.6) воспользуемся методом, 
изложенным в работе [23]. С этой целью представим величину Q,. в виде 

+"" 

Q,.= 1iт ~ f dqe-q'Q.,(N, q), 
N-"" У 1t 

(Пl.1) 

-"" 
где 

+"" ( )-! fdЗl ... dЗN {N~1(З'+1_З.)2 
Q,. N, q - ... ( )N12 ехр - L., + 

21tO'.i .=0 2O'.i 

(Пl.2) 

.i='t/N и Зо=О. 
Выполнив в (Пl.2) замену переменных у.=З.(2cr.i)-lf2, получим 

(Пl.3) 

где Ь = 2iq .iJ iroO'.i/'t и А.т - матричные элементы матрицы Якоби А следу
ющего вида: 

2+ iroO'.i2 -1 О О О 
-1 2+iroO'.i2 -1 О О 
О -1 

А= 
-1 О 

О О 2+iroO'.i2 -1 
О О -1 1 + iroO'.i 2 - 2cr~.i 

Замечая теперь, что существует вещественная ортогональная матрица (и), 
которая приводит матрицу (А) к диагональному виду: 

(и- 1 AU)jk=ajOjk, (ПI.4) 

где aj>O, i= 1, ... N, перейдем в интеграле (Пl.3) от п:ременных У. 

I<: переменным Z., связаиным с У. соотношениями У.= L UikZk' Тогда 

интеграл (П 1.3) примет вид 
+"" 

Q.,(N,q)=(detA)-1 /2 f ···fdZl ... dZNexP(b •. ~lUnkZk)X 

k=l 

1 0';=-
2a j 

(Пl.5) 

331 



где 

В результате интегрирования по переменным Zn находим 

Q.,(N, q)=(detA) -1!2ехрО a~). 

a~ =ь2 jtl а} (Jl Unj ) 2 =~b2 n,Е 1 (А -1 )nm' 

Здесь (А -1)nm-матрица, обратная матрице (А). 

(Пl.б) 

(Пl.7) 

Элементы обратной матрицы могут быть выражены 
детерминанта матрицы (А). При этом в интересующем нас 

через миноры 

случае имеем 

",Еl (А -I)nm= Jl (DnDn+l)-IСtn Dk+IY' (Пl.8) 

где Dk-минор (N-k+ 1)-го порядка детерминанта матрицы А, расположенный 
в правом нижнем углу матрицы А и DN + 1 = 1. Используя это соотношение, 
запишем (Пl.б) в виде 

{Ь2 N ( N )2} 
Q.,(N, q)=(D 1 )-112 ехр 4' n~1 (Dn Dn + 1 )-1 k~n DH1 . (Пl.9) 

Входяшие в (Пl.9) величины D k удовлетворяют рекуррентному со
отношению: 

Кроме того, 

DN = 1- irocr11 2 -2Iюl1, 

DN -DN - 1 =2~crl1-0(112). 

(Пl.I0) 

(Пl.ll) 

Если вместо Dk ввести обозначение Dk =D(kl1), то (Пl.10) перейдет 
в разностное уравненне с начальными условиями (Пl.ll). При этом в пределе 
N -+ 00 величина D(kl1) будет приближаться к значению в точке t=kl1 
функции D(t), являющейся решением уравнения 

с начальными условиями 

d2 

-2 D(t)=irocrD(t) 
dt 

d' 
D(Nl1)=D(.)= 1, d. D(.)=2~cr. 

Решение последнего уравнения имеет вид 

2~a ~ 
D(t)=chr(t-.)+- shr(t-.), r=y ёroа. 

r 

Используя обозначение Dk =D(kl1), перепишем (Пl.9) в виде 

Q",(N, q)=(D(11))-112 ехр { -iqrocr113 .- 1 х 

х .tl [D(nl1)D((n + l)l1)]-IСtn D((k+l)11))2}. 

(Пl.12) 

(Пl.13) 

(Пl.14) 

Подставляя теперь это соотношение в (П 1.1) и замечая, что при N -+ 00 
суммы в (Пl.14) можно заменить на интегралы по переменной (, а величину 
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D(kll)-функцией D(t) в точке t=kll, находим окончательно 
, , 

{ [ irocr f (f )2J}-lf2 
Q .. = D(O) 1--,- dtD- 2(t) dt'D(t') , (ПI.15) 

о 

где D(t) определяется соотношением (ПI.13). 

2. Дифференциальное сечение и амплитуда рассеяния 
быстрой заряженной частицы в поле 

непрерывного потенциала цепочки атомов 

Для нахождения сечения упругого рассеяния частиц на цепочке атомов 
необходимо знать асимптотику волновой функции частицы на большом 
расстоянии от оси цепочки. Если длина цепочки велика, то можно пренебречь 
влиянием концов цепочки на рассеяние. При этом волновая функция частицы 
в поле цепочки будет определяться уравнением 

[ d2 d 2 ] 
(Е-и(р))2+-2+-2-m2 Ф(r)=О, 

dz dp 
(Ш.I) 

описывающим взаимодействие частицы с полем бесконечно длинного цилиндра 
(для простоты рассматривается случай бесспиновой частицы). Выполнив 
в (П2.1) разделение переменных 

где р.-импульс частицы вдоль оси z и воспользовавшись тем, что 
приходим к следующему уравнению для функции '" (р): 

[ 1 d 2 
] 1 --2+E.L -и(р) ",(р)=О, E.L =_Е",2. 

2Edp 2 

(Ш.2) 

IUI«E, 

(Ш.3) 

Волновая функция", (р) описывает движение частицы в плоскости, ортогональ
ной оси цепочки. Решение уравнения (П2.3) может быть записано в виде 

",(p)=eiP.l-"+ J d2 р' D(p- р') и(р'Н(р'), (Ш.4) 

где P.L = Е"', ось z параллельна составляющей импульса падающей частицы, 
ортогональной оси цепочки, и D(р-р')-запаздывающая функция Грина 
уравнения 

(~ d22+E.L)D(P_P')=O(p_p')' 
2Edp 

Из уравнения (П2.5) вытекает, что 

где Hb\)(x)-функция Ханкеля. 

(Ш.5) 

(Ш.б) 

Подставляя найденное значение для функции D(p-p') в (П2.4), находим, 
что на большом расстоянии от оси цепочки (р-+ со) асимптотика волновой 
функции '" (р) имеет вид 

. 1. 
",(p)l".....oo =e'P.L"+ JPe,p.LPj(q», 

где j(q»-амnлитуда рассеяния частицы в плоскости (х, у): 

j(q» = -~ fd 2p' U(p')V(p')eipl.P 
J2nip.L 

(Ш.7) 

(Ш.8) 
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и p~=Plp/p. При этом дифференциальное сечение рассеяния частицы на 
цепочке атомов определяется формулой 

(Ш.9) 

Амплитуда рассеяния f(rp) может быть выражена через фазы рассеяния 
частицы на бесконечности 11 •. С этой целью разложим функции ф(р) в ряд 
Фурье: 

(Ш.I0) 

тде А.-коэффициенты разложения и ф.(р)-решения уравнения 

(Ш.11) 

Решения уравнения (П2.11) при р ..... 00 имеют асимптотику вида 

(Ш.12) 

тде С. и 11.-некоторые постоянные (слагаемое (~_n2п) под знаком синуса 
выделено для тото, чтобы амплитуда рассеяния f(rp) обращалась в нуль 
при 11.=0). 

Используя (П2.12), находим, что 

1 + 00 (nп 1t ). 
Ф(Р)I"....оо= г.:. L A.c.sin P.lP--+-+l1. е .. •. 

УР.=-ОО 2 4 
(Ш.13) 

Для определения произведения коэффициентов А. и С. необходимо 
вычесть из асимптотики (П2.13) соответствующую асимптотику падающей 
плоскости волны. С этой целью разложим экспоненту exp(ip.lX) в ряд Фурье: 

00 

(Ш.14) 

тде .I.(IX)-функция Бесселя. Асимптотика этого выражения при р->оо 
имеет вид 

exp(ip.lx)lp~oo = I и')) 2 sin(p.lp-nп +~)ei' •. 
'=-00 1tp.lP 2 4 

(Ш.15) 

Потребовав теперь, чтобы асимптотика волновой функции Ф(Р) после вычита
ния асимптотики падающей волны не содержала слагаемого, соответствующего 
сходящейся волне, находим, что 

A.C.=(i') (2 ехр и11.), '-f;;: 

и, следовательно, 

(Ш.16) 
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3. Вычислеиие фаз рассеmшя в квазнклассическом 
приближении 

Для нахождения фаз рассеяния 11. в квазиклассическом приближении 
будем искать решение уравнения (П2.11) в виде 

1j1.(p)=gn(p)exp[~sn(P)J. (ПЗ.l) 
Функции g.(p) и s.(p) в первом приближении по постоянной Планка 

11 удовлетворяют уравнениям 

(s~)2-[pi-2Eu(p)-1I2(n2_~) р-2]=О, (ПЗ.2) 
(ПЗ.3) 

где s~=ds.(p)/dp. Легко проверить, что решения (ПЗ.2) имеют вид 

s.(p)= ± 1, dp JpI -2ЕU(Р)-1I 2 ( n2_~) р-2, (ПЗ.4) 
где Ро определяется нз уравнения 

PI -2ЕU(Ро)-1I 2 ( n2_~) ро2=о. 
При таком выборе постоянной интегрирования Ро функция s.(p) будет 
вещественной при р> Ро. 

Из уравнения (ПЗ.З) следует, что 

gn(р)=сопst(s~(р»)-1/2. (ПЗ.5) 

Таким образом, общее решение уравнения (П2.11) имеет вид 

Ij1.(р)= Is~I-112 {С 1 expUsn(p)) +С2 ехр ( -~ Sn(P))}. (ПЗ.6) 

где С1 и с2 -пронзвольные постоянные. 

В области р < Ро, недоступной для классического движения, решение 
уравнения (П2.11) должно быть экспоненциально убывающим, поэтому 

Ij1n(р)=сls~I-112 siп(~+~ 1, dP'S~(P')). (ПЗ.7) 
Из этой формулы следует, что при больших значениях р асимптотика 
волновой функции Ij1. (р) имеет вид 

1j1.(p)=const· sin Н+ 1. (s~-p 1.) dp +р 1. (р- РО)} (ПЗ.8) 
Сравнивая эту асимптотику с формулой (П2.lЗ), находим, что в квазиклас
сическом приближении 

(ПЗ.9) 
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